俄 译本 天 版 者 的 证 


D. 希 尔 伯 特 和 8. 康 福 森 合 著 的 “直观 几何 ”是 世界 通俗 文献 
中 为 数 不 多 的 出 于 大 数学 家 手笔 的 书籍 中 的 一 本 ,由 于 叙述 的 循 
序 渐进 而 又 生动 ,著者 就 使 得 极其 丰富 的 几何 知识 能 为 对 数学 有 
兴趣 的 广大 读者 所 接受 、 所 理解 。 

原 书 著者 之 一 8. 康 福 森 在 1934 年 由 希特勒 德国 迁居 到 苏联 
来 , 并 且 参 加 了 俄 译本 第 一 版 的 准备 工作 。 1936 年 8. 康 福 森 在 
重病 之 后 死 于 莫斯科 。 

必须 指出 , 原 书 还 是 有 些 较 大 的 缺点 的 。 一 般 地 说 , 书 中 没有 
关于 数学 发 现 的 历史 方面 的 并进 。 某 些 地 方 虽 也 有 带 点 历史 性 质 
的 注释 , 却 往 往 只 详 灵 地 引证 比较 不 重要 的 著作 ,可 是 对 于 直接 关 
联 到 所 计 内 容 而 属于 我 国 科 学 家 的 重大 的 数学 研究 ,有 时 连 提 也 
不 提 。 在 这 次 再 版 俄 汗 本 时 ,各 个 地 方 加 了 脚注 ,希望 尽 可 能 地 弥 

补 这 个 缺陷 。 
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到 


在 数学 中 , 象 在 任何 科学 研究 中 那样 ,有 了 两 种 倾向 。 一 种 是 抽 
象 的 倾向 ,部 从 所 研究 的 错 粽 复杂 的 材料 中 提炼 出 其 内 在 的 还 轩 
关系 ,并 根据 这 些 关系 把 这 些 材 料 作 条 统 的 、 有 条 理 的 处 理 。 另 一 
种 是 直观 的 倾向 , 序 更 直接 地 掌握 所 研究 的 对 象 ,侧重 它们 之 问 的 
关系 的 具体 意义 ,也 可 以 发 全会 它们 的 生动 的 形象 。 

就 几何 万 面 说 ,抽象 的 借 向 已 经 引导 到 代数 几何 、 黎 曼 儿 何 和 
拓扑 学 等 安信 的 系统 的 理论 ;在 这 里 抽象 的 思考 方法 .以 及 代数 性 
质 的 符号 运算 获得 广泛 的 运用 。 然而 , 直观 在 几何 中 起 的 作用 却 
是 更 大 ,过 去 如 此 ,现在 还 是 如 此 。 具 体 的 和 直观 不 仅 对 于 研究 工作 
有 互 大 的 价值 ,对 于 理解 和 欣赏 几何 中 的 研究 结果 也 是 这 样 。 

本 书 的 目的 在 于 从 直观 形象 这 一 仙 面 来 介绍 今日 的 几何 。 借 
助 于 直观 想象 ;我们 能 够 并 述 几 何 中 的 各 种 各 样 的 事实 和 问题 ;不 
“但 如 此 ,在 许多 情况 下 我 们 还 能 够 描述 有 关 的 研究 方法 和 证 明 方 
法 的 几何 轮廓 ,而 无 须 详 宪 概念 的 严格 定义 和 实际 计算 。 例 如 , 具 
有 一 个 洞 (不 管 这 个 洞 多 么 小 ) 的 球面 恒 能 摊 斑 的 证 明 , 或 一 般 地 
不 能 把 两 个 不 同 的 环 面 中 的 一 个 保 角 地 映射 成 另 一 个 环 面 的 证 
明 ,都 可 如 此 处 理 , 使 得 不 愿 追 完 解析 推演 的 得 节 的 人 , 也 可 以 贫 
会 到 成 如 何 证 明和 为 什么 能 这 样 证 明 。 

由 于 几何 的 方面 很 ] -而 且 它 跟着 多 数学 分 支 发 生 关 条， 因 而 
我 们 甚至 于 能 够 从 它 获 得 整个 数学 的 概观 .能够 认识 数学 问题 的 
变化 多 端 .以 及 数学 思想 的 丰富 多 彩 , 因 此 从 直观 形象 出 发 而 且 用 
粗 线 条 的 万 式 来 描 熔 几何 ,应 该 会 使 专家 圈子 以 外 更 广大 的 群众 
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译 多 

对 于 数学 有 更 合理 的 评价 。 因 为 ,一 般 地 说 ,数学 并 不 是 普通 入 特 
别 喜爱 的 学 科 ， 虽 然 它 的 重要 性 可 以 说 已 经 得 到 公 庆 了。 此 中 原 
因 是 由 于 有 一 种 流行 的 误解 ,认为 数学 不 过 是 算术 的 延 积 和 提高 ， 
用 数目 来 变 戏 法 。 本 书 用 图 形 来 末代 公式 ; 这 里 的 图 形 是 读者 看 
得 见 的 , 而 且 读 者 容易 制作 模型 来 加 以 补充 。 本 书 要 通过 这 种 方 
式 来 和 这 种 流行 的 误解 作 斗 争 。 希 望 本 书 能 使 读者 易于 看 逃 数学 
的 本 质 , 不 致 于 在 繁 难 的 学 习 面 前 望而却步 ,从 而 使 数学 更 易于 为 
入 所 欣赏 。 

本 书 的 目标 既是 如 此 ,自然 不 能 顾 到 把 各 方面 的 材料 搜罗 完 
备 和 把 所 讨论 的 材料 按 严格 柔和 统 安 排 ,也 不 能 把 所 讨论 的 每 个 课 
题 诗 论 得 嫩 尽 无 遗 。 再 者 , 书 中 各 节 对 于 读者 预先 具有 的 数学 着 
称 的 要 求 也 不 能 完全 相同 ; 虽然 本 书 大 部 分 的 叙述 是 很 初等 的 ,但 
是 ;车 要 避 邵 宛 长 而 厌烦 的 叙述 ,有 一 些 美 丽 的 几何 的 探讨 是 只 有 
对 于 具有 一 定 程度 的 训 毕 的 人 才能 完 双 解释 清楚 。 

各 章 的 附录 都 假定 读者 已 具有 某 些 预备 知识 ,这 些 附录 是 补 
充 性 的 ,而 不 是 解释 正文 的 。 

几何 各 部 固 的 相互 关系 其 为 密切 ,而 且 密切 得 往往 出 人 意料 
之 外 。 这 一 情况 在 本 书 中 多 处 出 现 。 虽然 如 此 , 由 于 所 处 理 的 材 
料 多 种 多 样 ,有 必要 使 各 章 在 一 定 程度 上 各 自 独立 ,以 免 为 了 理解 
后 面 的 几 章 就 必需 完全 熟悉 前 面 的 各 章 。 我 们 希望 , 由 于 有 了 一 
些 叙 迟 上 的 重复 ,读者 可 能 自由 地 阅读 各 别 的 章 , 有 时 其 至 是 各 别 
J 节 , 而 不 致 于 难以 接受 或 不 威 到 兴趣 。 我 们 愿意 领 着 许 位 刻 者 
在 几何 的 大 花园 里 作 一 坎 幽 胃 的 散步 ,让 每 人 摘 取 一 东 自 己 心 爱 
的 花 桨 。 

本 书 的 底稿 是 我 在 古 庭 根 于 1920 一 1921 年 冬季 每 周 四 次 的 
“直观 儿 何 ”的 讲演 , 瓮 W. 罗 塞 曼 (Rosemann) 记 录 的 。 本 书 里 基 
本 上 保存 了 原 讲 稿 的 结构 和 内 容 , 但 是 8. 康 驻 森 (Cohn- Vossen) 
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81， 平 面 曲 粮 

最 简单 的 曲面 是 平面 。 最 简单 的 曲线 是 平面 曲线 ; 平面 曲线 
当中 最 简单 的 是 直线 。 直线 可 以 定义 为 两 点 间 最 短 的 路 程 , 也 可 
以 定义 为 二 丕 面 的 交 矿 ,或 者 旋转 的 轴 。 

昔 线 之 外 最 简单 的 曲 禾 要 算 图 。 即使 象 这 样 简章 的 图 形 , 也 
能 够 对 它 作出 繁多 而 深入 的 研究 , 以致 可 写成 专 书 。 我 们 站 图 下 
这 样 的 定义 : 它 是 曲 钱 , 曲 黎 上 的 各 点 与 一 已 知 点 的 距 况 相等。 我 
个 通常 用 雁 所 共 知 的 强 线 作法 或 圆规 作法 来 作 圆 。 从 这 种 作法 显 
然 可 知 : 圆 是 闭合 的 曲线 ,到 处 是 四 
的 。 因 此 通过 图 周 上 任 一 点 可 作 一 
条 定 直 线 (切线 ) ,使 唯 有 这 一 点 ( 切 
点 ) 才 是 直线 与 图 共同 的 ,同时 直入 
上 其 余 所 有 的 点 都 在 图 外 (图 忆 。 
切 点 B 上 的 年 笃 MB 必 为 从 图 心 
7 到 切线 上 的 最 短路 程 , 因为 上 
除 B 外 的 所 有 点 都 在 图 外 ,因此 这 图 1 
些 点 跟 WH 的 距离 应 较 切 点 跟 用 的 距离 为 远 。 由 此 可 以 推出 , 图 
的 牢 径 MB 垂直 于 守 径 上 的 切线 。 要 证明 这 句 话 , 我 们 作 圆 心 MK 
对 于 切线 + 的 反射 点 , 印 从 到 作 切 线 “的 垂 线 ， 延 长 一 倍 到 MU'; 
这 了 ' 咱 做 到 的 象 点 。 现 在 因为 下 刀 是 从 Mr 汉 二 的 最 短路 程 ,又 
因为 对 称 关系 , 得 知 M'B 是 从 ML' 汉 t 的 最 短路 程 。 因 此 线路 
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MBM' 一 定 是 履 和 MH' 两 点 间 的 最 短路 程 ,所 内在 操 上 8 处 不 会 弯 
折 , 也 就 是 膏 ， 必 BB 的 确 乘 直 于 

从 图 的 作法 很 自然 地 会 想起 一 种 推广 和 情形。 我们 知道 在 用 绚 
索 作 圆 时 , 须 将 闭合 的 强 线 套 在 一 个 固定 的 点 (圆心 ) 上 ,并 且 在 画 
加 的 过 程 中 时 时 将 缉 线 扩 紧 。 现 在 假如 将 此 缠 线 套 在 两 个 固定 的 
所 上 上, 则 得 出 与 圆 类 似 的 曲线 。 这 种 曲线 叫做 梢 图 ,两 个 定 所 叫做 
椭 图 的 焦点 。 由 纺 线 作 图 法 可 知 , 椭 因 是 共有 下 刚性 质 的 曲线 : 曲 
线 上 任 一 点 到 二 已 知 点 的 踊 交 之 和 是 一 常量 。 如 果 计 二 点 重合 ， 
旭 香 到 椭圆 的 极限 情形 ,部 圆 。 椭 加 也 有 几 个 简单 的 性 质 , 跟 卡 面 
列举 的 俩 的 各 种 性 质 相当 : 它 是 闭合 的 昌 线 ,到 处 是 目的 , 在 椭 转 
下 任 一 点 均 可 作 其 切线 ,切线 上 每 一 点 除 切 点 外 均 在 椭 图 之 外 。 
与 图 个 径 相当 的 ,是 连接 梯 圆 .上 一 点 和 二 焦点 的 二 缕 段 。 这 二 线段 
由 做 李 加 的 焦 秆 径 。 与 图 的 切线 必 垂 直 过 切 点 的 后 径 这 件 事 相 当 
的 , 是 椭 图 的 切线 同 过 切 点 的 二 焦 第 径 作 成 等 角 。 依 图 2 上 的 记 

T 


也 


图 2 


法 , 这 人 句 断 诸 可 号 成 LaB741= 一 一 AD 证 明 如 下 : 作 Zs 对 于 
切线 的 反射 点 Za 图 3)。 同 切线 交 于 Bi 的 线段 As 是 和 As 
两 把 轩 最 短 的 路 线 。 因 为 ,站 Bs 是 切线 上 任意 另外 一 后 ,那么 厂 段 
Bas 一 FBaF2 必 大 于 ViBiK2== 1B1F2。 男 一 方面 i 和 Fs 
两 氮 关 最短 的 并 县 与 切线 相交 的 路 线 是 由 过 切 扎 了 的 二 焦 全 人 径 
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租 成 的 。 这 是 由 于 切线 上 任何 其 他 的 点 都 在 椭圆 之 外 , 从 而 从 二 
焦点 到 这 样 一 点 的 距 议 之 和 必定 大 于 从 二 焦点 到 椭 图 上 B 点 的 
距离 之 和 。 所 以 也 同 Bi 重合 。 因 为 P 和 可 对 于 直 烧 有 用 对 
称 ,而 且 本 BiTi 和 BT 成 对 硕 角 , 因此 我 们 的 断 语 得 证 。 

椭圆 切 厂 的 这 种 性 盾 在 光学 上 获得 应 用 ,焦点 和 焦 秆 笃 二 名 
词 岂 是 从 这 里 来 的 。 这 是 说 , 假如 嘿 光 源 于 椭 图 镜面 的 一 个 焦点 
处 ,其 反射 线 必 将 聚集 于 另 一 焦点 。 

另外 有 一 种 曲 黎 , 它 的 作法 虽 不 如 椭 图 那样 容易 ,但 原理 同样 
简单 。 这 种 曲线 上 的 任 一 点 到 二 定点 距 
离 之 差 为 一 常数 。 这 曲线 名 为 双 曲 入 ， 
二 定点 名 为 双 曲 厂 的 焦点 。 这 样 , 对 
曲线 上 任 一 点 好 或 也 (图 4), 关 系 式 
VBw£2B= 常数 4 或 了 eB' 一 1B'=a 
应 该 成 立 。 据 此 , 双 曲 线 由 两 个 分 支 粗 
成 。 直 观 上 显然 , 双 曲线 到 处 是 凸 的 , 工 
且 故 过 曲线 上 任 一 点 都 可 作 一 切线 。 以 图 4 
后 我 们 还 要 证 明 ( 贿 看 第 9 页 上 脚注 2) : 切线 上 除去 切 点 外 ; 同 曲 
线 再 没有 公共 点 。 仿 照 椭圆 的 情形 ,可 以 证 明 , 双 曲 嫉 的 切 嫉 王 分 
过 切 点 的 二 焦 征 径 的 夹 角 ( 图 6)。 

运用 极限 过 程 ,可 以 从 椭 图 得 出 另外 一 种 曲线 一 一 抛物 嫉 (图 
6)。 为 了 达到 这 个 目的 , 先 固定 一 个 焦点 ,上 比如 说 有 再 固定 同 此 
焦点 最 近 的 顶点 S (所 谢 椭 圆 的 顶点 ,是 说 椭圆 与 两 焦点 连 厂 的 交 
点 ) 。 现 在 我 们 来 考虑 , 假如 第 二 个 焦点 可 在 SF 的 延长 线 上 移 
动 , 离 成 越 来 越 远 , 椭 图 将 如 何 变 化 。 我 们 说 这 些 椭 图 趋 近 于 一 
极限 曲线 , 这 极限 曲线 就 是 抛物 线 。 从 这 个 极限 过 程 我 们 可 导出 
抛物 厂 的 一 个 简单 定义 。 并 沪 如 下 z 

假如 椭 图 的 焦距 fz 充分 地 大 ,而 在 禹 线 作 图 中 欠 笔 始 称 点 
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坚强 黎 走 动 , 一 站 走 汉 顶点 S 的 邻近 , 则 由 Pz 引出 的 强 线 几乎 下 
行 于 Fa (图 员 。 过 fF。 上任 一 点 工作 直线 所 的 垂 线 1， 划 
有 下 面 的 近似 的 等 式 成 立 : 
AB+Bhs=71B+BL TTLA2 一 常数 
(其 中 的 上 是 从 了 到 ! 的 垂 线 的 垂 足 ) 。 如 用 一 个 新 的 常数 去 代 
杰 
“常数 一 La ， 

便 得 到 

了 AB+BL = 常数 
(因为 就 一 个 定 曲 厂 来 说 , LFs 是 常数 ) 。 距 离 三 Fs 越 大 ， 上 式 越 
正确 , 因 之 在 极限 的 情形 下 ,上 式 就 严格 地 成 立 了 。 这 样 ,我 们 说 ， 
抛物 如 是 这 样 的 曲 嫉 ,从 曲 黎 上 任 一 点 到 一 定点 及 一 定 直 嫉 的 距 
窗 之 和 是 一 常数 。 换 句 施 说 ,从 擅 物 线 上 任 一 点 到 一 定点 的 距离 ， 
等 于 从 这 成 到 一 条 定 直 线 的 距离 。 这 条 定 直 和 线 是 这 样 得 到 的 : 在 
A 的 和 1 不 同 的 一 侧 , 与 总 的 距离 等 于 8a 的 某 处 作 〈 的 在 行 艇 ; 
这 条 直 厂 由 做 抛物 线 的 准 线 。 


[L$ 1] 平面 曲 米 5 


设 有 一 道 平 行 于 .4 的 光线 , 落 在 抛物 形 锁 面 上 , 则 反射 线 将 
浴 于 所 , 这 是 从 上 述 极 限 过 程 中 推导 出 来 的 另 一 结果 。 

上 面 我 们 讲 的 椭圆“ 族 ” 有 一 个 共同 的 硕 点 和 一 个 共同 的 奖 顶 
点 最 近 的 焦点 。 现 在 让 我 们 着 一 下 有 两 个 共同 焦 反 的 椭 因 族 。 
“其 焦点 ”的 椭圆 族 简单 而 无 安 际 地 复 盖 平面 ,这 是 襄 , 对 于 和 卸 面 
上 任意 一 点 , 族 中 恰 有 一 条 曲 缕 
通过 写 。 这 是 因为 二 焦点 到 已 知 
点 距 况 之 和 是 一 个 定 值 , 所 以 已 
知 点 就 在 以 此 定 值 为 和 的 椭 图 
上 上, 

现在 我 们 再 将 与 上 壕 椭 图 族 
黄 焦 点 的 双 曲 线 族 也 加 进来 研 
究 。 这 种 双 曲 线 族 也 是 简单 而 无 
” 签 隙 地 复 盖 平 面 9。 这 样 一 来 ， 
对 于 平面 上 任 一 点 ,恰好 有 兴 焦 图 6 
点 的 椭圆 族 和 双 曲 线 族 中 各 一 条 曲线 通过 它 〈 图 6)。 在 任 一 已 知 
点 (二 焦点 例外 ) ,对 过 这 点 的 椭 图 和 双 曲线 分 别 所 作 的 二 切线 必 
平分 通过 这 点 的 二 焦 盾 径 所 作 的 角 及 其 补 角 ， 因 此 这 二 切 徐 相互 
王 直 。 

由 此 可 知 , 共 和 焦点 的 椭圆 族 和 双 曲 线 族 形成 正 交 曲线 族 《两 
族 曲 线 , 如 果 一 族 中 的 每 条 曲 闭 与 另 一 族 中 的 每 一 曲线 直 交 时 , 称 
为 正 交 曲线 族 ; 二 曲线 的 交角 , 按 定 义 为 在 其 交点 处 二 切线 所 成 的 
角 ) 。 为 了 获得 正 交 曲线 族 的 整个 面貌 ,我们 从 Li 的 垂直 平分 
线 开 始 , 来 看 看 双 曲 线 族 。 这 些 双 曲线 越 求 越 局 平 :最 后 变 为 线段 

@ 连接 二 焦点 的 效 了 眉 是 退化 的 椭 加 。 在 此 椭 图 .上 任 一 点 , 焉 二 焦点 距离 之 和 等 

于 二 焦点 曾 的 距离 。 


”连接 二 焦点 的 相克 ,但 法 掉 焦 点 之 图 的 部 分 , 是 退化 的 双 曲 烁 。 连 接 二 焦 点 
的 可 段 的 悉 克 在 分 米 也 是 退化 的 双 贴 线 。 在 后 面 的 情形 中 ,距离 之 差 是 常数 壳 。 
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re 


可 的 延长 焙 - 一 -一 对 射 黎 。 如 此 不 面 完 双 被 复 盖 了。 现在 我 
们 再 跳 到 线段 六 到 
上 去。 这 一 线段 水 六 
膨 乳 ,起 初 是 马 下 的 
椭圆 , 而 当 它 的 大 小 
无 限 扩 三 时 , 形状 越 
来 越 象 加 。 这 样 ,平面 
第 二 次 被 复 盖 了 。 
正 交 曲 线 族 另 一 
个 非常 简单 的 例子 是 
同心 贺 租 和 通过 公共 
圆心 的 萧 直线 。 这 样 
的 图 形 可 以 由 上 例 用 
极限 过 程 得 到 , 印 当 二 焦点 趋 近 以 至 重合 时 。 这 时 椭 图 都 变 为 图 ， 
双 曲 线 都 变 为 成 对 的 直 和 线 。 
地 图 上 的 等 局 线 和 最 大 坡度 线 , 也 是 正 交 曲线 族 的 一 个 例子 。 
最 后 ,让 我 们 再 娃 一 种 
用 仿 线 作出 的 正 交 曲线 族 。 
把 一 根 组 绪 粹 粮 在 一 个 凸 的 
曲线 上 , 比如 这 图 。 现在 要 
找 出 一 面 将 入 线 拉 紧 一 面 打 
开 时 费 线 端点 所 描 答 沟 曲线 
(图 8) 。 如 此 得 出 的 曲线 叫 
做 图 的 “ 渐 伸 线 ”, 它 各 着 图 
走 ,一 图 比 一 图 宽 , 亦 即 它 是 
一 条 螺 线 。 由 上 面 的 作 图 法 
显然 可 知 , 螺 线 垂直 于 由 其 图 8 


L$ 2] 柱 面 \ 锥 面 、 图 锥 曲 米 以 及 它们 的 回 畦 曲面 7 


上 上任 一 点 所 作 的 贺 的 一 条 切线 。 螺 线 的 其 他 各 圈 也 跟 这 条 切线 直 
交 。 由 相 邻 二 圈 堆 出 的 切线 线段 ,其 长 一 定 , 等 于 母 贺 的 圆周 长 。 
我 们 可 以 由 园 周 上 不 同 的 点 开始 打开 纺 索 而 作出 同一 图 的 任 
意 多 个 其 他 的 浙 伸 线 。 也 可 以 只 将 产 伸 线 族 中 的 一 条 曲线 缮 圆心 
旋转 而 得 到 六 伸 线 族 的 全 部 曲 缆 。 源 伸 线 族 简单 而 无 穴 际 地 复 盐 


”平面 ,但 风 内 的 点 除外 。 汪 伸 线 族 正 交 于 贺 的 两 族人 秆 切线 之 一 。 


对 于 其 他 任何 直线 族 , 它 的 正 交 曲线 族 也 都 是 渐 仲 线 。 写 们 
的 母 钱 (上 例 是 图 ) 就 是 已 知 直 线 族 的 包 知 。 我 们 将 在 微分 儿 何 
(第 四 童 ) 和 运动 学 (第 五 章 ) 中 再 回顾 这 一 现象 。 


§ 2、 杜 面 、 锥 面 . 圆 色 曲线 以 及 它们 的 回转 曲面 


最 简单 的 恋 曲 的 面 是 柱 面 。 柱 面 可 以 由 最 简单 的 曲线 -一 - 直 
线 和 圆 一 一 用 下 法 得 出 : 沿 一 圆周 移动 垂直 于 圆 面 的 直线 。 得 出 
柱 面 的 另 一 种 方法 是 :将 一 直线 粮 着 和 泡 盏 行 
的 加 回转 。 申 此 可 见 , 圆 柱 面 是 一 种 回转 曲面 。 
回转 曲面 是 曲面 中 很 重要 的 一 类 。 在 日 常生 活 
中 常常 碰 到 它 , 例 如 杯子 .拍子 等 等 。 这 种 曲面 
都 具有 这 样 的 特征 :它们 可 由 一 平面 曲线 糙 同 
一 平面 上 的 一 轴 回 转 而 产生 。 

一 个 垂直 于 柱 面 轴 的 在 面 , 同 柱 面 交 于 一 
圆 。 与 轴 斜 交 的 平面 同 圆柱 面 的 截 缕 , 狂人 的 
直观 感觉 好 象 是 一 个 椭 图 。 现 在 我 们 来 证 明 ， 
这 曲 禾 的 确 是 椭 图 。 为 了 证 明 , 我 们 取 一 个 大 
小 恰 够 放 入 杜 面 内 的 球 ,推动 之 ,使 与 截面 刚好 
接触 (图 9)。 另 取 一 球 , 同 法 , 放 在 截面 的 它 侧 。 
这 两 个 球 与 柱 面 切 于 二 图 , 与 截面 切 于 两 点 及 . 
和 了，。 将 蕉 面 与 柱 面 的 交 线 上 任 一 点 了 同 到 图 9 
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和 了 这 接 起 来 。 考虑 杜 耐 上 普 过 B 的 母线 , 它 与 球 和 柱 面 的 交 
线 交 于 已 ，Ps 两 点 。B3B 启 和 卫 忆 是 一 个 球 的 两 条 通过 B 的 切线 。 
所 有 这 样 的 切线 线段 都 相等 ,这 可 以 从 球 有 旋转 对 称 性 立 序 知道 。 
因此 而 有 B= BPi, 同 理 BZ 一 BPs。 从 此 得 出 
B+BEFs= BP+BP,= PP;., 

但 是 由 于 图 形 有 旋转 对 称 性 ,距离 PP 与 曲线 上 所 选择 的 B 点 
的 位 置 无 关 , 因此 蕉 线 上 的 所 有 点 到 责 和 的 距离 之 和 都 相等 ; 
这 就 是 说 ,这 曲线 是 驴 及 和 为 售 点 的 椭 图 。 

上 壕 事 实 还 可 以 表述 成 投影 定理 :假如 光线 从 垂直 于 园 所 在 
的 平面 射 进 来 , 则 园 在 匀 面 (对 图 所 在 的 斑 面 来 说 ) 上 的 投影 是 入 
圆 。 

仅 次 于 图 杜 面 的 最 简单 的 回转 曲面 是 圆锥 面 。 因 锥 面 由 回转 
一 直线 而 得 ,但 回转 轴 与 该 直线 相交 。 因 此 ,从 一 定点 到 一 定 球 的 
所 有 切线 形成 一 圆锥 面 , 又 从 一 圆 的 轴 ( 痢 者 注 : 即 通过 图 心 且 垂 
志 于 该 图 所 在 的 于 面 的 下 厂 ) 上 一 点 作 到 该 国 的 所 有 投射 线 也 形 
成 一 圆锥 面 。 

垂直 于 匆 面 轴 的 平面 与 锥 面 交 于 一 圆 ; 截面 稍 倾 料 , 交 线 便 成 
为 椭圆 。 这 可 以 借助 于 二 辅助 球 来 证 明 , 证 法 同 圆柱 面 的 情形 完 
全 一 样 。 

截面 越 借 向 锥 面 轴 , 椭 贺 越 局 长 ,截面 与 锥 面 的 母 炎 一 开始 下 
行 , 交 线 就 不 再 是 有 界 的 闭合 曲线 。 用 前 面 用 过 的 极限 过 程 的 办 
法 ( 参 活 图 四 , 可 以 证 明 交 线 是 抛物 线 。 

如 果 截 面 更 倾向 雏 面 轴 , 那 末 堆 面 同 两 支 锥 面 都 相交 (以 前 只 
是 同一 支 相交 ) 。 宅 们 的 交 禾 秀 来 好 象 是 双 曲 嫉 的 样子 (图 10)。 
为 了 证 明 它 的 确 是 双 曲 线 ,我 们 在 两 支 雏 面 内 各 放 进 一 球 , 使 加 好 
与 熊 面 和 蕉 面相 接触 。( 这 时 一 球 居于 堆 面 的 同 侧 , 与 此 相反 , 在 
精 园 的 情形 下 , 二 球 居于 截面 的 异 侧 。) 仿照 第 7 页 的 证 明 , 就 有 
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(图 10): 

BFi=BP, 
BF,= BP,, 
Bho— BF = BP,— 

一 BP= PP 二 常数。 

到 现在 为 止 我 们 知道 

了 , 任 一 不 合 锥 面 硕 点 的 
平面 与 雏 面 的 交 线 可 以 是 
椭 图 ,也 可 以 是 抛物 线 或 
双 曲 线 @。 这 样 来 说 , 这 
三 种 曲线 有 一 种 内 在 的 联 
系 。 因为 这 个 原故 , 我 们 
总 称 之 为 圆 雏 曲 线 @。 除 
了 上 渡 的 三 种 常态 " 圆 欠 
曲线 之 外 ,还 有 儿 种 “非常 
态 * 贺 锥 曲线 ,这 是 当 截 面 

通过 锥 面 的 顶点 , 或 者 当 
铁 面 退化 为 柱 面 时 得 到 


图 10 


的 。 这 样 一 来 ,一 点 “ 算 两 次 ”的 一 直线 、 二 相交 直线 、 二 平行 线 、 
空 的 芷 面 , 都 可 看 作 是 退化 的 圆锥 曲 黎 。 辐 锥 曲线 也 中 做 二 阶 曲 
线 , 因为 在 笛 卡 儿 坐 标 中 ,圆锥 曲线 用 二 次 方程 表示 。 曲 萎 是 二 阶 
的 特性 不 能 直接 由 直观 形象 霄 达 。 但 由 此 特性 可 得 出 一 个 完 公 直 
观 的 推论 : 二 阶 曲 缕 不 能 与 直线 交 了 于 两 个 以 上 的 点 。 不 过 除了 轩 


@ 加 可 以 看 作 椭 加 的 极限 情形 。 


四 因此, 娄 果 洗 楼 从 贺 的 郝 上 一 点 外 发,， 旭 面 在 任 一 平面 上 的 影子 是 图 锥 曲 磅 。 
可 以 用 实例 设 明 , 其 中 也 包括 双 临 欠 丰 内， 例如 公路 被 汽 京 疝 面 的 灯 发 出 的 锥 形 光 钱 
所 照 亮 约 部 分 , 就 是 双 由 多 一 支 的 内 部 。 因 为 双 曲 黎 的 任何 切 裕 都 可 以 看 作 古 图 的 切 
杰 的 投影 ,可 知 双 易 黎 的 切 克 只 在 切 点 上 与 曲 秋 有 公共 点 ,这 就 是 在 第 3 责 上 提 到 过 的 。 
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锥 曲 杂 之 外 ,还 有 其 他 的 一 些 曲线 ,也 上 有 具有 这 种 性 盾 。 

在 本 章 附 录 里 我 们 将 讨论 圆锥 曲线 的 垂 足 点 作法 和 准 线 的 性 
质 这 两 个 几何 事项 。 象 焦点 作 图 法 一 样 , 它们 也 是 一 切 非 退化 曲 
线 的 特征 。 : 

我 们 已 淘 知 道 柱 面 和 雏 面 是 由 回转 直线 生成 的 。 由 此 自然 会 
想到 把 贺 雏 曲 绪 回转 生成 回转 曲面 。 让 我 个 选取 圆锥 曲线 的 一 个 
对 称 轴 作 为 旋转 轴 , 曲线 经 过 盾 转 之 后 只 是 把 曲线 在 惠 的 两 侧 部 
分 互相 掉 换 , 所 以 只 能 香 出 一 个 曲面 。 但 是 若 选 择 其 他 位 置 的 回 
畦 轴 , 得 到 的 图 形 就 复杂 得 多 了 。 

因为 权 境 有 两 个 对 称 轴 , 所 以 可 得 出 两 种 不 同 的 回炉 曲 面 。 
依照 椭 图 是 积 着 长 轴 回 四 的 或 壬 着 短 轴 回转 的 ,分 别 得 出 长 回转 
椭 球 面 ( 图 荐 ) 或 局 回转 椭 球 面 (图 12)。 鸡 蛋 的 表面 近似 长 回转 
栖 球 面 , 地 球 的 表面 是 大 家 所 邹 悉 的 局 回转 椭 球 面 。 


图 卉 图 12 
让 椭圆 的 长 轴 和 短 轴 长 度 之 差 变 成 零 , 便 得 到 两 种 回转 椭 球 
面 之 间 的 过 渡 情 形 。 此 时 椭 图 变 成 了 图 ,回转 椭 球 面 变 成 了 球面 。 
因为 图 对 于 它 的 任 一 次 径 对 称 ,所 以 球面 可 用 无 穷 多 的 回 坊 方式 
产生 。 这 种 性 质 正 是 球面 的 特征 。 球 面 是 仅 有 的 可 用 一 种 以 上 的 
回炉 方式 产生 的 曲面 。 
抛物 级 只 有 一 个 对 称 轴 , 因此 只 能 产生 一 种 回转 曲面 ,这 就 是 
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回转 抛物 面 (图 13)。 


图 13 图 14 
另 一 方面 , 双 曲 线 产 生 丙 种 不 同 的 回转 曲面 。 依照 双 曲 线 或 
是 绕 着 焦点 的 加 和 线 回 恩 的 ,或 是 绕 着 这 条 线段 的 中 垂 线 回转 的 ,分 
别 得 出 双 叶 回转 双 曲 面 ( 图 14) 或 单 叶 回转 双 曲 面 (图 15) 。 这 里 


图 汪 图 16 


有 一 件 分 人 惊奇 的 事情 : 在 单 叶 回 转 双 曲面 上 有 无 穷 多 的 直线 。 
事实 上 , 这 种 曲面 也 可 以 用 一 条 直线 围 绞 与 此 直线 相 普 斜 的 劝 一 
直线 回转 而 产生 《〈 忆 前 我 们 只 谈 过 园 芋 与 母线 同 平 面 的 轴 回 转 而 
产生 的 曲面 ) 。 这 件 事 只 能 用 解析 方法 证 明 。 但 是 用 让 观 可 以 看 
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出 , 单 时 回转 双 曲 面 的 作 图 可 以 有 两 种 方式 。 事 实 上 , 假如 我 个 
取 一 条 相公 yg' 同 原来 的 好 线 9 对 于 
通过 轴 4 的 平面 对 称 (图 16), 那 末 
新 的 直线 9 鸭 过 回转 之 后 , 也 象 9 一 
样 ,产生 同一 曲面 。 这 样 ,在 单 哇 回转 
双 上 曲面 上 含有 两 族 和 直线 ,每 族 和 线 都 

兰 曲 面 , 卉 且 这 两 族 直 线 是 这 样 配 
秆 的 :一 族 的 每 一 直 米 与 另 一 族 的 每 
一 直线 相交 (或 平行 ) , 但 同族 的 任 二 
直 烤 相互 表 匀 (图 17)。 


$ 3， 二 阶 曲 面 
由 回炉 圈 欠 曲 线 产 生 的 若干 曲面 ,是 一 种 更 广泛 的 所谓 二 阶 
曲面 (这 是 由 于 解析 上 的 理由 ) 的 特殊 类 型 。 二 阶 曲面 是 在 第 卡 儿 
空间 坐标 中 满足 二 次 方程 的 曲面 。 用 解析 方法 容易 证 明 , 二 阶 曲 
面 有 下 列 性 质 : 任 一 平面 与 一 个 二 阶 曲 面 交 于 圆锥 曲线 (包括 常 杰 
的 和 非常 态 的 ) ; 此 外 ， 由 一 定点 到 一 个 二 阶 曲 面 的 所 有 切线 形成 
一 锥 面 ,此 负面 同 任 一 平面 的 交 线 是 一 回 欠 曲线。 还 有 , 此 锥 面 与 
曲面 相 切 ， 其 各 切 点 也 形成 一 图 锥 曲线 。 二 阶 曲面 是 同时 具有 这 
几 种 性 质 的 唯一 曲面 D 。 下 面 我 们 讨论 二 阶 曲 面 的 几 种 不 同类 
型 。 
把 圆柱 面 推广 , 得 到 椭 因 杜 面 。 椭圆 术 面 系 由 沿 一 顶 网 移动 
一 直线, 使 直线 常 慌 直 于 曲 嫉 的 斑 面 而 得 。 用 相同 的 办 法 ,从 抛物 
线 和 双 曲 线 可 得 到 抛物 柱 面 和 双 曲 柱 面 (图 18, 19) 。 
@ 从 所 褒 的 第 一 个 性 质 可 以 扒 量 ,一 直 烘 如 果 示 是 整个 粮 段 在 曲面 上 ， 则 此 站 


线 不 能 同 葡 曲面 交 于 两 个 以 上 的 点 。 不 过 除了 二 阶 曲面 之 外 , 也 还 有 其 他 的 曲面 具有 
”这 种 性 质 的 , 例如 正方 体 的 表面 就 是 。 
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图 18 图 19 
圆锥 面相 应 的 推广 是 一 般 的 二 阶 匆 面 。 二 阶 锥 面 由 溃 接 一 常 
态 略 锥 曲 钱 上 的 各 点 与 曲线 琅 面 外 一 点 的 庄 直 烧 做 成 。 应 该 注 
意 , 跟 柱 面 的 情形 不 同 ,不 能 从 椭 图 抛物线、 双 曲线 得 出 三 种 不 同 
的 锥 面 。 我 个 知道 ， 一 个 动 平 面 同 一 个 定 雏 面 的 交 线 是 三 种 类 型 
的 圆锥 曲线 ,但 对 于 柱 面 情形 着 不 是 这 样 。 
用 一 种 所 户 伸 媳 变 形 法 从 相当 的 回转 曲面 可 得 到 一 般 的 锥 面 
和 椭 图 柱 面 。 方法 是 这 样 : 把 通过 旋转 轴 的 某 一 平面 上 的 所 有 点 
固定 , 诗 空 间 其 余 的 所 有 点 朝 着 或 背 着 这 个 平面 移动 ,这 些 点 在 移 
动 前 后 到 寿 面 的 距离 成 一 定 比 。 可 以 证 明 , 普 过 这 样 的 变换 ,图 变 
成 椭 图 (或 图 ) ,直线 变 成 直 
线 , 焉 面 变 成 于 面 了 ,二 阶 曲 
线 和 二 阶 曲 面 分别 变 成 二 阶 
曲线 和 二 阶 曲面 。 
回炉 梯 球 面 ( 长 的 或 属 
的 ) 你 过 伸 新 变形 ,得 到 一 般 图 20 


”” @ 施 休 粮 变 形 于 平面 上 的 图 形 , 得 到 的 图 形 与 用 在 行 投影 投射 到 斜 平面 上 的 相 
同 。 
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的 椭 球 面 。 回转 椭 球 面 对 于 通过 其 轴 的 任 一 平面 对 称 , 但 一 般 的 
椭 球 面 只 有 三 个 对 称 平 面 。 这 三 个 对 称 平 面相 互 王 直 。 宅 们 的 交 
线 被 明 面 截 出 的 三 个 不 等 的 线 眉 , 分 别 电 做 长 轴 、 中 轴 和 短 轴 (图 
20) 。 用 伸 和 法 可 以 把 一 般 实 球面 变 回 成 一 个 局 的 或 长 的 回 对 椭 
球面 ,只 须 分 长 轴 和 中 轴 相 等 或 者 介 中 山 和 短 轴 相等 朗 可 。 
在 波浪 冲刷 之 下 的 海岸 上 常 露出 三 轴 椭 球 ( 即 一 般 的 椭 球 ) 状 
的 石头 。 任 何 形状 的 石头 ,在 海水 经 常 冲刷 莱 让 下 , 渐 关 变 碾 类似 
椭 球 的 形状 。 这 种 现象 的 数学 探讨 ,包含 许多 松 率 论 上 的 问题 。 
音 叶 双 曲 面 、 双 叶 双 曲面 和 椭 图 抛物 匣 , 是 可 用 伸 颖 变形 法 于 
回 斑 双 曲面 和 回 怠 摔 物 面 得 出 的 最 一 般 的 曲面 。 两 种 类 型 的 双 划 
面 各 有 三 个 对 称 玫 面 , 椭 图 扫 物 面 有 两 个 对 称 平 面 。 
因为 伸 蓉 变形 法 仍 将 丰 线 变 为 直线 ,所 以 一 般 的 单 叶 双 曲 面 
有 与 单 叶 回 转 双 曲面 相同 的 性 质 , 印 它 包 含 两 族 直 线 。 直线 的 配 
蔷 也 如 同 单 叶 回 塌 双 曲面 , 即 一 族 的 每 一 座 线 与 另 一 族 的 每 一 
厂 相 交 , 但 同一 族 的 二 站 禾 不 相交 ,它们 相互 藤 科 。 
由 此 待 出 单 叶 双 曲 面 的 如 下 作法 :在 一 族 中 任意 取 三 条 痊 绞 
(图 21) 。 因 为 这 三 条 直线 的 每 两 条 相互 鼓 宪 ,因此 通过 一 条 直线 
上 的 任 一 点 卫 能 作 而 且 
\ 7 只 能 作 一 条 与 其 他 二 直 
线 同 时 相交 的 直线 2， 
这 条 直 厂 也 就 是 这 样 的 
二 和 平面 的 交 绥 :一 个 盏 
面 通过 忆 和 第 二 条 直 
线 ， 一 个 平面 通过 己 和 
第 三 条 直线 。2 与 双 曲 
图 红 面 有 了 三 个 公共 点 ,所 
蕊 七 必 定 完全 在 这 个 曲面 上 , 因为 一 直线 与 作为 二 克 曲面 的 双 曲 
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面 不 能 有 两 个 以 上 的 交点 。 现 在 让 P 在 第 一 条 直线 上 走 过 , 旭 相 
当 的 直线 2 走 过 曲 面 上 不 属于 第 一 条 直线 的 那 一 族 所 有 直线 的 位 
冒 。 如 果 从 第 二 族 中 选取 任意 三 条 直线 , 用 相同 的 方法 又 可 得 到 
第 一 族 的 所 有 直线 , 当然 这 一 族 也 包括 开始 的 那 三 条 直线 在 办 。 
这 个 作法 表明 ,所 有 同一 族 的 任意 二 直 嫉 必 相 互 较 妊 ; 因为 假 营 了 P 
和 ww'( 图 24) 交 于 一 点 @, 原来 的 三 条 直线 就 将 落 在 一 平面 PP'Q 
上 ,但 这 是 跟 假 设 不 合 的 。 

由 此 可 见 , 三 条 克 儿 直线 常 决定 一 单 叶 双 曲 面 ,除非 它们 同时 
平行 于 一 平面 〈 但 不 
互相 奉行 ) 。 在 这 样 
的 情况 下 ,三 直线 决 
定 一 个 不 可 以 从 回转 
曲面 得 到 的 新 的 二 阶 
曲面 ; 它 时 做 双 曲 抛 
物 面 ,形状 大 致 象 个 
马 责 子 ( 图 22)。 它 有 
两 个 互相 垂直 的 对 称 
平面 ;各 与 曲面 相交 
成 抛 牺 线 。 它 有 两 族 
直线 ,和 象 我 们 在 起 初 
作 图 时 的 三 条 直线 一 图 22 
样 , 每 一 族 直线 平行 于 一 个 定 丕 面 。 直 观 上 可 以 看 出 ,一 在 面 不 能 
与 双 曲 抛物 面 交 于 椭 图 ,因为 任 一 平面 与 这 个 曲面 的 交 线 延伸 至 
无 穷 远 。 由 于 这 种 理由 , 可知 双 曲 抛物 面 不 能 用 伸 精 变形 法 从 回 
转 曲 面 得 到 ; 因为 在 任 一 回转 曲面 上 都 不 能 不 有 圆 ,而 圆 经 过 伸 粹 
变形 以 后 变 成 了 椭 图 。 

从 此 我 们 得 到 了 产生 曲面 的 一 个 新 的 原则: 沿 空 间 某 一 特定 
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的 路 线 移 动 直线 。 这 样 产生 的 邮 面 时 做 直 纹 曲面 。 由 此 可 兄 九 种 
二 阶 曲 面 中 有 六 种 是 直入 的 ,它们 是 三 种 村 面 , 一 种 闪 面 ， 一 得: 香 
叶 双 曲面 ,一 种 双 曲 抛物 面 。 最 后 的 两 种 有 一 个 共同 的 特点 :通过 
曲面 上 任意 一 点 ,这 种 动 直线 不 止 一 条 。 有 这 个 特 操 的 直 纪 曲面， 
只 有 上 述 两 种 曲面 和 不 面 。 

其 余 的 三 种 二 阶 曲 面 是 椭 球 面 、 椭 图 抛物 面 和 双 叶 双 曲 面 。 
它们 都 不 含有 直线 ,因为 它们 向 两 个 相反 大 向 无 限 扩 展 的 时 候 , 不 
能 不 中 断 。 

单 叶 双 曲 面 和 双 曲 抛物 面 上 的 两 族 直 线 有 一 个 奇特 的 性 质 ， 
说 有 明 如 下 。 设 想 这 两 种 曲面 上 的 直线 是 用 刚性 材料 做 成 的 。 把 它 
们 在 相交 的 地 方 纯 扎 起 来 ,使 得 这 些 直 线 只 能 纺 交 点 转动 而 不 
能 滑动 。 或 许 有 人 以 为 如 此 辕 定 就 会 使 整个 的 构架 固定 。 其 实 不 
然 , 这 个 构架 仍然 可 以 活动 的 (图 28a,b)。 为 了 大 致 看 出 能 变形 
的 单 叶 双 曲 面 的 变动 情况 ,我 们 先 把 与 这 曲面 交 于 椭 图 的 对 称 平 


| 
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面 固定 在 水 下 位置 上 ,然后 改变 构 形 的 形状 ,但 使 对 称 平 面 永远 保 
持 对 称 斑 面 。 因 为 单 叶 双 则 面 和 双 曲 抛物 面 是 通过 曲面 上 任 一 反 
有 二 直线 的 仅 有 的 两 种 曲面 (平面 除外 ), 所 以 么 过 变形 之 后 , 单 
叶 双 曲面 竹村 模型 不 是 仍旧 保持 单 叶 双 曲面 形状 ,就 是 变 为 双 曲 
抛物 而 。 可 以 证 明 , 后 面 的 情形 不 成 立 。 我 们 把 构架 逐渐 边 收 捅 
边 提 高 ,使 这 些 硼 杆 越 来 越 接近 对 称 符 面 的 垂 线 。 这 样 ,曲面 的 变 
曲 程度 水 渐 减 小 。 与 此 同时 , 在 对 称 平 面 上 的 庄 楷 图 成 为 $1 中 
所 讨 的 逐渐 组 长 的 共 焦 权 圆 族 。 在 极限 的 情形 下 , 构架 到 合 而 为 
欠 直 平面 ,而 且 吾 租 杜 在 这 个 平面 上 切 于 一 个 双 曲 线 , 在 水 平面 上 
的 椭圆 现在 变 为 重合 的 

线段 。 同样 , 我 们 也 可 “、、 下 
以 把 构架 作 相 反 厂 向 运 NSS、 
动 ,使 德 杆 逐 渐 倾 糙 , 以 
至 于 接近 水 平平 面 。 在 RN A 
这 个 过 程 中 曲面 是 部 的 “N94 
廓 稳 笋 趋 明显 。 在 极限 0 
的 情况 下 ,构架 与 水 下 SS 


"| a \ . 二 寺 
5 hp ~ ke 和 2 4 2 2 
~ NS 叶 a 了 
“i SS NU SN 1 WW ¥ Ny 0 站 gs Ny 
SS ‘MN RON A » | Sp 1 


eA a 六 必 - 发 7 党 i 二 时 
下 面 重合 ,同时 族 租 杆 Wy GAN tN 
i yt NN 
在 这 个 下面 上 包 和 络 一 个 FH YA NY 
GE S 


椭圆。 在 本 章 的 一 个 附 22 
录 里 我 们 还 要 烙 出 扶 杆 
型 能 动 性 的 解析 证 图 23b 

明 。 双 曲 抛物 面 也 有 相仿 的 现象 :构架 炮 常 保持 抛物 面 的 形状 ,但 
在 两 种 极限 情形 下 , 曲面 琶 合 在 一 平面 上 ,而 线 直 和 线 包 略 一 个 抛物 
线 。 

二 阶 曲面 还 可 以 用 另 一 种 观点 米 分 成 两 种 类 型 。 双 曲 加 柱 面 、 
抛物 图 杜 面 和 到 曲 抛物 面 ,这 三 种 曲面 与 任 一 在 面 的 交 厂 不 是 辕 ; 
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因为 交 线 是 向 无 穷 远 扩展 的 。 另 一 方面 , 在 其 他 的 六 种 曲面 上 有 
无 穷 多 的 圆 。 因 为 这 个 原故 ,这 天 种 与 上 述 三 种 不 同 , 它 个 都 包含 
回转 曲面 作为 特例 。 

以 三 轴 椭 球面 为 例 ,证 明确 有 图 形 交 线 存 在 (图 24) 。 通 过 中 
轴 9 的 任 一 焉 面 与 椭 球 面 交 
于 椭 图 , 椭 图 的 一 根 轴 是 常 
值 , 等 于 2。 现 在 将 通过 1” 
和 椭 图 短 轴 c 的 平面 纱 2 转 
动 , 一 相 转 到 与 通过 5 和 长 
轴 & 的 平面 重合 为 止 。 在 昔 
动 的 时 候 , 截 面 上 椭圆 的 第 

图 4 二 根 轴 起 初 小 于 0, 最 后 大 

于 5。 因此 在 中 间 的 某 处 必 有 同 ”相等 的 时 候 , 从 此 可 知 , 这 时 的 
交 线 是 圆 。 由 于 林 球 面 有 对 称 性 ,因此 对 称 于 平面 (0，c)， 必 另 有 
一 平面 ,与 曲面 交 于 圆 。 我 们 还 可 以 证 明 , 任 一 平行 于 圆 形 截面 的 
在 面 , 都 与 椭 球 面 交 于 图 。 从 此 可 以 推 知 ,在 任何 三 轴 椭 球面 上 有 
两 个 平行 圆 族 (图 25, a, 3) 。 对 于 回 转 机 球面 ,两 族 圆 相 重 合 。 

对 于 与 任 一 平面 相交 成 一 闭合 曲线 的 其 他 二 阶 曲 面 , 均 可 仿 
照 椭 球 面 的 情形 , 作 同 样 的 探讨 。 
单 叶 双 曲面 上 关于 直线 的 定理 ,对 于 上 述 的 交 线 是 两 个 图 族 
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的 情形 也 夏 亚 。 我 们 把 所 有 的 图 在 它们 相交 的 地 方 狠 扎 好 , 使 它 
们 只 能 转动 而 不 许 滑 动 , 如 此 得 出 一 个 非 效 性 的 、 能 动 的 构架 (图 
25, & 和 25, 2 表示 用 厚 效 做 的 几 个 盘子 , 留 出 适当 的 颖 口 ,互相 穿 
插 着 。 读 者 可 看 出 , 这 个 模型 跟 我 们 .上 面 讲 的 没有 根本 的 区 别 )。 
能 动 噩 益 模 型 多 过 变动 以 后 ,所 得 的 两 族 曲 面 与 能 动 吉 杆 模 型 有 
所 不 同 : 在 圆 盘 模 型 的 对 称 平面 上 的 图 锥 曲线 并 不 是 共和 焦 族 的 。 
举例 来 说 ,三 轴 椭 球面 的 能 动 圆 盘 截面 模型 总 可 以 改变 为 球形 , 因 
此 曲面 在 任 一 对 称 平面 上 的 交 线 是 圆 , 但 共 修 族 的 椭圆 却 永远 不 
能 改变 为 图 。 能 动 圆 盘 模型 释 过 变形 ,可 以 严 合 在 一 起 ,成 为 一 焉 
面 ,这 和 能 动 各 杆 模型 一 样 。 

虽然 两 种 模型 有 很 大 的 区 别 ,但 是 宅 们 通过 一 种 过 渡 情 形 互 
相 联 系 着 。 这 指 的 是 能 动 稳 杆 双 曲 撮 物 面 模型 , 它 也 可 以 看 作 是 
圆 盘 模型 的 一 种 极限 情形 ( 序 当 圆 的 个 径 变 作 无 穷 大 时 )， 换 句 话 
说 , 此 时 的 圆 变 作 了 直线 。 如 果 主 一 族 单 叶 双 曲面 趋 近 于 双 曲 抛 
物 面 的 形状 , 那 末 单 叶 双 曲面 上 的 圆 和 直线 都 变 成 了 双 曲 抛物 面 
上 的 直线 。 


8$4 。 椭 球 面 与 共和 焦 二 阶 曲 面 的 强 族 作 图 

因为 空间 的 二 阶 曲面 相当 于 在 面 的 图 骏 曲 线 。 于 是 发 生 这 样 
的 问题 : 能 不 能 把 椭 图 的 各 并 作 图 法 应 用 到 二 阶 曲 面 上 去 呢 ?” 关 
于 椭 球 面 的 强 线 作 图 问题 , 已 为 斯 陶 德 (Staude) 在 1882 年 解决 。 
这 种 作 图 法 是 : 先 装配 好 有 一 个 椭 图 和 一 个 双 曲 线 的 固定 架子 , 双 
曲 厂 的 寿 面 礁 直 于 椭 图 的 斑 面 , 井 通 过 其 长 四。 以 椭圆 的 焦点 用 
和 Fs 为 双 曲 线 的 项 点, 以 椭 图 的 顶点 S1 和 8 为 双 曲 线 的 焦点 。 
后 面 的 两 个 条 件 唯 一 地 确定 了 双 曲 线 , 如 果 椭 图 已 勾 葵 出 的 话 。 
”现在 把 旨 厂 的 一 端 转 在 椭 图 的 一 个 顶点 处 ,这 个 顶点 比如 说 
是 D1 。 然后 把 它 从 高 AN1 较 近 的 双 曲 线 的 一 支 的 后 面 给 过 来 ， 性 


最 简单 的 曲 料 和 曲面 
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得 法 得 图 26 所 表示 ,点 
2 将 搞 出 曲面 的 前 下 
说, 而 为 全 曲 商 的 四 分 
之 一 。 其 余 四 分 之 三 的 
作 图 , 须 将 S51 和 Xs 之 
六 的 元 线 用 别 种 方法 和 糖 
过 椭 图 和 双 弗 线 字 。 

在 椭 球 面 的 作 图 
中 , 两 个 圆锥 曲线 所 做 
成 的 构 染 跟 椭 图 的 焦点 


[第 一 章 ] 


从 椭 因 的 前 面 笠 过 去 ， 
将 男 一 端 绩 定 于 Yo 将 
椭 轩 和 双 曲 线 之 并 的 这 
段 春 业 在 B 点 拉 紧 ， 整 
个 的 粮 获 就 成 为 折 黎 
Ai 五 DA 的 样子 。 甚 
中 的 一 段 BO 是 从 B 
勾 过 双 曲线 上 一 点 到 
Ai 的 最 短路 程 , 同样 ， 
BEf; 也 有 相同 的 性 


图 27 

作用 相同 。 正 因 为 这 个 原故 ,上述 构 架 就 对 做 椭 球 面 的 馆 点 曲线 
〈 焦 栖 图 和 伟 双 曲 绫 ) 。 一 般 地 我 们 说 , 两 个 圆锥 曲线 是 二 阶 曲面 
的 焦 点 曲线 ,如 果 这 二 曲线 的 于 面 是 曲面 的 对 称 平 面 ,而 且 二 平面 


Q@ 入 绕 的 二 映 可 以 不 和 粳 在 3 和 了 ,上 而 炎 在 椭 图 得 双 申 入 的 任何 曙 的 点 上 。 
叭 一 的 要 求 是 扎 使 二 定点 间 的 塘 线 能 拉 得 紧 , 就 梨 上 女 讲 的 一 样 。 


[$4 棍 球 面 与 共 焦 二 阶 曲 面 的 焰 索 作 图 21 


与 则 面相 交 所 成 的 因 锥 曲线 与 这 二 曲线 共 修 点。 因为 交 线 不 是 椭 
图 就 是 双 曲 线 , 所 以 要 考虑 四 种 情形 。 两 条 交 线 都 是 椭 图 , 得 到 
一 个 粕 球 面 (图 27) ; 两 条 交 线 都 是 双 曲 线 ,， 待 到 一 个 双 叶 双 曲 面 
(图 28) ; 曲面 与 优 双 耻 线 的 平面 交 于 双 曲 线 , 与 焦 林 冬 的 平面 交 


图 28 
于 椭 图 , 得 到 一 个 单 叶 双 曲面 (图 29) 。 第 四 种 情形 曲面 渎 焦 
双 曲 线 的 平面 交 于 燃 图 ,与 企 椭 圆 的 平面 交 于 双 曲 线 须 除 返 。 


因为 这 时 椭 轩 和 双 曲 线 必 与 直线 fs (图 30) 交 于 四 个 不 同 的 点 
二 ， 上 2， Hi 也 这 样 仿 双 曲 线 的 平面 将 与 曲面 有 一 个 公共 的 椭 
居 和 其 个 不 在 此 椭 图 上 的 公共 点 三, 日 2, 这 与 二 阶 曲 面 的 定义 矛 
慎 。 

如 以 长 度 不 等 的 入 名 来 作 椭 球面 ,但 焦点 曲线 是 固定 的 ,就 得 
出 “ 江 焦 ” 椭 球 面 ( 卓 各 椭 球 面 的 焦 皮 曲线 相同 ) 。 共 和 焦 襟 球面 简单 


( 《中 
[oe 
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图 30 

而 无 空 阶地 卉 满 空间 。 有 相同 的 焦点 曲线 的 双 叶 双 莫 面 族 或 单 叶 
双 曲 面 族 也 简单 而 无 空隙 地 卉 满 空间 。 这 样 说 来 , 通过 空间 的 每 
一 点 ;可 以 有 一 椭 球 面 、 一 单 叶 双 曲 面 和 一 双 叶 双 曲 面 ( 图 31) 。 正 
象 至 面 上 的 共 焦 立 雏 曲线 的 情形 ,空间 的 其 焦 二 阶 曲 面相 互 正 交 ， 


[$4] 顶 球 面 与 共 焦 二 阶 曲面 的 缠 索 作 图 23 


图 31 


也 就 是 朋 , 过 空间 任 一 点 所 作 的 三 个 曲面 的 切 平面 相互 竹 直 @。 
象 这 样 的 三 个 相互 垂直 的 归 面 族 一 其 中 最 重要 的 是 共 焦 二 阶 曲 
面 族 一 一 在 数学 和 物理 学 的 许多 研究 中 其 为 有 用 。 这 类 曲面 的 解 
析 表 示 导 致 “ 椭 贺 华 标 ”, 它 可 以 应 用 到 多 种 问题 ,特别 是 天 文学 上 
去 。 

让 我 们 顺 着 一 定 的 次 序 来 观察 共 修 族 的 各 种 二 阶 曲 面 , 以 便 
了 解 这 种 曲面 的 至 部 情况 。 先 从 椭 球 面 族 中 硕大 而 近 于 球面 的 收 
些 曲面 开始 , 然后 让 长 出 深 潭 缩短 。 因为 曲面 在 三 根 轴 的 方向 上 
受 的 压 蓉 不 等 ,所 以 当 过 程 炙 续 进 行 时 , 曲面 越 来 越 属 平 而 不 再 象 
球形 了 。 移 子 达 到 作为 本 球面 极限 情形 的 双重 复 盖 的 焦 栅 圆 的 内 
部 平面 。 从 这 里 一 下 子 跳 到 构图 的 外 部 在 面 去 ， 这 部 分 平面 仍 当 
作 是 双重 复 盖 的 , 如 此 它 就 可 以 作为 局 平 的 单 叶 双 曲 面 的 极限 情 


@ 焦点 曲 焰 上 的 点 例外 ;下 时 三 个 平面 之 中 有 两 个 是 不 定 的 。 尖 看 下 节 。 
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形 ， 从 这 种 极限 情形 开始 ,来 看 单 叶 双 曲 面 族 。 曲 面 涿 浙 陆 丹 , 且 
从 两 方 趋 近 于 焦 双 曲线 所 在 的 本 面 ;与 此 同时 ,在 双 曲 面 双 部 的 笠 
面 上 的 椭 阅 一 一 它们 组 成 一 个 其 焦 族 一 一 越 变 越 狐 窄 , 弥 于 变 成 
小 得 不 能 再 小 , 这 就 是 说 , 变 成 了 双重 的 线段 。 这 样 , 单 叶 双 曲面 
收 戎 成 为 介 于 两 支 焦 双 曲线 之 疝 的 双重 复 盖 的 在 面 长 条 。 现 在 
再 跳 到 焦 双 曲线 的 另 一 面 去 ,但 仍旧 把 它 当 作 双 重复 盖 的 ,这 就 有 
了 局 平 的 双 叶 双 曲 面 的 极限 情形 。 计 这 个 双 曲 面 的 两 腔 泛 渐 膨 
有 咀 , 旭 宅 将 由 两 方 趋 近 于 这 样 一 个 平面 : 它 通过 二 焦点 曲线 的 中 
心 , 并 且 垂 直 于 二 曲线 所 在 的 平面 。 在 极限 位 置 时 我 们 就 得 到 这 
个 双重 复 盖 的 平面 。 至 此 , 我 们 看 完了 共 焦 曲面 族 的 所 有 曲面 的 
情况 ,并 且 和 看 到 各 族 曲 面 如 何 简单 而 无 襟 陈 地 境 满 空间 。 
焦点 曙 线 之 癌 的 关系 以 及 焦点 曲线 同 它们 所 产生 的 二 阶 曲 面 
之 并 的 关系 还 可 用 另 一 种 性 质 来 询 画 。 如 果 我 们 从 焦 双 曲线 上 任 
一 点 沿 着 它 的 切线 方向 来 观看 焦 椭 图 , 这 时 的 焦 业 圆 就 好 象 是 
同 , 同心 在 视线 上 。 因此 焦 双 曲线 是 通过 修 椭 图 的 这 种 圆锥 面 顶 
点 的 雪 渤 : 围 锥 面 的 旋转 珊 在 圆锥 面 的 顶点 处 切 于 焦 双 有 曲线。 此 
外 ,由 跟 已 知 焦点 昌黎 上 共 焦 点 的 椭 球 面 的 外 面 焦 双 曲 厂 上 任 一 点 
所 作 的 椭 球 面 的 切线 , 作成 一 图 锥 面 , 铁 面 的 轴 部 上 面 所 说 的 轴 。 
一 般 地 ,有 这 样 的 定理 :由 共 焦 族 的 任 一 曲面 外 焦点 曲线 上 一 点 看 
这 曲面 ,如 果 和 视线 与 焦点 曲线 相 切 的 话 ， 曲面 就 象 是 圆 ， 圆心 在 视 
线 上 (但 是 曲面 和 切 圆锥 面 的 切 点 一 般 地 不 是 形成 图 ,而 可 以 是 任 
何 的 圆 雏 曲 线 , 其 中 也 包括 双 曙 和 线 ) @ 。 
除了 和 焦点 曲线 之 外 , 自然 我 们 也 想到 要 研究 共 焦 族 中 两 不 

个 虽然 这 -一 族 双 曲面 ， 包括 平面 上 的 极限 位 置 ， 就 是 前 面 群 过 的 能 动 杆 状 模型 
所 扒 号 的 。 : 

@ 下 面 所 讲 的 是 共 焦 族 和 的 另 一 种 性 盾 , 它 包括 方才 所 群 的 性 质 作 为 极限 迟 形 : 


如 果 从 空 阐 的 任意 一 志 卫 作 共 焦 族 中 任 -- 曲 面 (不 包 图 了 ) 的 切 锥 面 , 则 这 个 链 面 的 
对 称 丕 面 永远 是 通过 卫 点 的 族 中 三 曲面 在 了 闪 的 切 不 面 。 


附录 1. 加 外 曲 交 的 午 足 点 作 图 28 


同类 的 曲面 的 交 线 ， 这 类 则 线 有 一 种 很 简单 的 微分 几何 性 质 , 以 
后 会 看 到 的 (8 28) ， 这 类 曲 粮 是 我 们 第 一 次 知道 的 不 在 一 平面 上 
曲 匀 的 例子 。 容 易 看 出 ,由 两 个 任意 二 阶 曲面 交 出 的 由 线 , 它 和 任 
何平 面 的 交点 最 多 只 有 四 个 ,除非 贡 线 与 在 面 有 一 个 弧 完 全 相同 。 
事实 上 , 生 面 和 这 两 个 曲面 变 于 两 个 加 锥 曲线 ; 其 次, 可 以 用 解析 
方法 证 明 (直观 上 是 显然 的 ) , 两 个 不 相 重 合 的 或 没有 一 条 共同 直 
线 的 贺 锥 曲线 ,最 多 只 有 四 个 交点 (8 24) 。 

和 交点 的 这 一 性 质 有 关系 的 是 :由 于 解析 的 理由 ,这 种 曲 嫉 是 
做 四 阶 曲 米 。( w” 阶 曲 线 也 有 相仿 的 性 质 :曲线 与 任 一 平面 最 多 交 
于 交点 ,或 有 一 弧 相 同 。) 除 此 之 外 ,也 还 有 不 是 由 两 个 二 阶 曲 面相 
交 而 成 的 四 阶 曲 线 @ 。 至 于 高 稚 的 空间 曲线 如 不 借用 解析 方法 很 
难 掌握 ,此 处 只 好 各 而 不 就 。 


1. 圆锥 曲线 的 垂 足 点 作 图 


设 已 娘 一 曲线 KK 和 一 点 详 ( 图 32)。 从 所 作 大 的 所 有 切线 
t 的 午 线 。 这 些 垂 线 的 垂 足 朱 出 一 新 的 曲线 4， 定 对 做 曲线 下 对 
于 点 瑟 的 垂 足 曲线 。 反 过 来 , 设 已 项 及 和 %, 也 可 以 求 出 长 。 
方法 是 这 样 的 : 连 挡 所 和 上 的 
任 一 点 ， 从 这 一 点 作 连 线 的 恒 线 
渚 丰 线 二 的 包 络 即 是 曲线 天。 第 二 
类 的 作 图 我 们 对 做 垂 足 点 作 图 ， 并 
且 谣 开 是 由 有 上 的 垂 足 点 作 贺 (对 
于 庙 而 车) 产生 的 。 由 于 i 的 选 图 32 
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全 ”对 于 任何 两 个 二 阶 曲面 的 实 线 ， 用 解析 法 可 以 证 明 : 通过 这 奖 科 有 无 穷 多 的 
其 他 二 阶 曲面 ,其 中 也 包括 四 个 锥 面 , 雏 面 之 中 东 几 个 可 以 重合 或 退化 为 柱 面 
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择 不 同 , 同一 曲线 上 的 敢 足 点 作 图 , 可 得 出 多 种 不 同 的 曲线 上 
来 。 

已 下 我 人 证明 :图 上 和 读 线 上 的 垂 足 点 作 图 永远 产生 园 刍 曲 
线 。 如 果 请 在 以 凡 为 图 心 的 关内 ,得 到 一 椭 图 ; 所 是 一 个 焦点 ， 
男 一 个 焦点 fs 是 所 对 于 并 的 反对 点。 如 果 厂 在 图 外 , 得 到 一 
双 曲 线 ; 一 个 焦点 仍然 是 Fa, 另 一 个 焦点 仍然 是 所 对 于 形 的 反 
射 点 。 假 定 不 是 圆 而 是 直线 9， 则 得 到 一 抛物 线 ; 焦点 是 Za， 准 线 
h 与 9 三 行 ,并 有 如 和 在 g 的 不 同 侧 , 跟 9 的 距离 相等 。 

首先 我 们 证 明 对 于 椭 图 的 情形 (图 33)。 过 妖 作 任意 一 站 
线 , 设 与 图 交 于 C0 和 0 。 在 此 直线 上 取 二 点 了 大 使 AIC 一 CA 
0 二 0'F'， 人 然后 过 CO 和 0' 作 直线 CC 
的 全 线 t 和 如 。 设 fs 蚌 渐 膏 中 的 点 , 则 
NM 应 是 线段 Caies 的 中 上 态 。 设 fo 与 
交 于 了 Za8 与 乡 交 于 号 。 那 么 驹 有 
B=AB, 因 忆 BT+TPAe=As。 但 
是 因为 及 和 C0 分别 是 线段 ff 和 fF 
的 中 点 , 所 以 了 1s==20 导 。 设 7 代表 图 
的 年 径 , 聊 有 关系 式 Bf 有 i 十 BF: 二 2r。 可 

图 33 网 点 8 在 以 所 和 /为 焦点 、 以 27 为 

长 朝 的 栖 加 上 。 剩 下 的 只要 证 明寺 在 点 召 切 于 椭圆 就 行 了 。 从 
第 2 页 上 证 明 过 的 椭 图 切线 与 二 焦点 和 个 径 作成 等 角 的 性 盾 , 知道 
这 是 对 的 ; 因为 根据 我 们 的 作 图 ,有 人 CB 所 一 人 CBF 。 利 用 版 
B', CC， 同样 可 证 明 坦 线 二 也 是 椭 图 的 切线 。 

对 于 双 曲 线 情 形 的 证 明 , 可 参 滞 图 34。 这 幅 图 不 同 于 图 33 
的 地 方 , 在 于 所 取 在 图 和 外。 在 这 种 情形 下 , 点 B 积 B' 各 描 输 双 
曲线 的 一 个 分 文 ; 因为 al 一 2 一 Do 一 DLA 和 人 fo=27= 
一 忆 站 一 LAe。 


附录 2， 贺 锥 曲 米 的 准 禾 27 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 -一 一 -一 -一 一 -一 -~ 一 -一 一 -一 一 -- 一 - 


图 34 图 35 


对 于 抛物 线 的 情形 ,证 明 须 稍 加 修改 。 帮 点 C 和 了 以 及 让 绑 
的 作 图 仍 与 上 述 相同 (图 35)， 则 须 从 三 作 7 的 垂 线 。 设 此 重 终 
变 t 于 B, 旧 Bi=BE。 但 是 了 描 玲 直线 
h, 这 由 作 图 可 以 知道 DD。 所 以 了 实际 换 答 
一 抛物 线 ; 以 所 为 焦点 , 以 hb 为 准 线 。 至 于 
i 是 人 在 态 了 的 切线 ， 乃 由 于 tt 是 CU.Dj 的 
平分 线 的 原故 @。 

假如 点 丈 在 图 周 上 (图 36), 则 二 和 图 36 
畦 绕 点 主 和 za 旋转 , 所 以 在 这 种 情形 下 得到 一 对 站 线束。 如果 
把 二 阶 曲线 看 作 由 切线 产生 的 , 这 就 是 三 阶 曲线 的 一 个 目 然 得 出 
的 退化 情形 。 


2. 贺 维 曲 芒 的 准 入 
以 前 我 们 人 台 帮 答 抛物 线 下 过 这 样 的 定义 :所 有 到 一 定点 王 ( 焦 
@ 在 椭 图 和 抛物 六 的 生 足 点 作 图 中 ,了 措 奏 一 圆 , 圆心 在 Fe， 全 径 等 于 原 圈 的 
二 倍 , 因 为 了 fo 一 2CM。 其 次 ,从 了 所 一 20F1 可 知 了 1 是 二 图 的 相似 中 心 。 
@@ ”当然 我 们 也 可 以 使 用 极限 过 程 愉 图 33 推 到 图 了 6, 正如 第 3 贡 上 的 从 椭 辕 推 
到 抛物 禾 一 样 。 
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总 ) 的 距离 等 于 到 一 定 让 线 9〈 准 线 ) 的 距 痪 的 点 的 委 迹 。 与 此 相 
仍 , 也 可 以 人知 椭 图 和 和 双 曲 线 下 定义 。 我 们 欲求 所 有 到 一 定点 了 的 
距离 与 到 一 定 丰 线 的 距离 之 比 是 一 常数 2 的 点 的 轨迹 。 当 风 = 一 工 
时 , 香 汉 的 是 抛物 线 。 现在 证 明 当 v< 革 时 ,所 求 的 曲线 是 燃 加 ; 
> 工时 , 是 双 曲 线 。 在 每 种 博 况 下 , 7 蚌 各 个 图 座 曲线 的 焦 态 : 
反之 ， 对 任 一 棋 图 或 者 任 一 双 曲 线 , 可 找到 二 直线 909， 使 香 岂 
线 上 任 一 点 到 五 和 9 (或 者 到 如 和 93) 的 踪 议 之 比 是 一 常数 ， 
证明 时 参看 图 37 。 设 有 一 图 锥 同一 至 面 。 交 子 一 椭 因 我 
们 就 证 明 对 这 个 椭 图 的 情形 的 断 普 。 同 图 10 一 样 , 用 一 辅助 球 ， 


图 37 


使 与 锥 面 切 于 转正 , 与 符 面 切 王 点 了。 于 末 我 个 知道 了 是 的 
一 个 焦点 。 其 次, 设 f 了 是 包含 的 平面 ,9 是 e 和 /的 交 线 。 从 
椭 图 上 任 一 点 8 作 g 的 垂 线 BC 和 了 的 息 线 BD。 连接 8B 和 /， 


VT A 
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B 和 雏 面 的 顶点 8; 设 BS 交 作 于 了 。 为 简便 起 见 , 命 人 DBP= 


=- LDBO=B。 就 有 BO BP=-2°., X BP=BP, 


3pB COS 
因为 这 两 个 线段 是 从 一 点 B 到 同一 球 的 切线 线段 。 


由 此 可 知 
BF _BP cospB 
BC BC ecosa®” 


但 角 a 和 6 与 点 8 的 选择 无 关 , 因为 a 等 于 锥 面 张 角 的 一 竺 , B 
等 于 在 面 。 对 于 匆 面 轴 的 借 笠 角 。 合 "08A 一 。 这 就 证 实 了 对 机 


COS A 


图 的 情形 ,我 们 的 断 导 正确 。 与 此 同时 , 我们 还 顺便 得 出 了 准 线 9 
的 一 种 空间 作 网 法 。 

如 果 。 不 与 欠 面 交 于 椭 略 而 交 王 双 曲 线 % (图 38), 证 明 同 
前 。 不 过 在 第 一 种 情形 下 ac<B, 在 第 二 种 情形 下 w>6 。 所 以 就 
椭 加 来 这 ,2 过 1, 就 双 曲 
线 灵 来 狐 , 21。 

漳 现 在 为 止 , 我 们 只 是 
证 明了 对 稻 定 的 椭 图 和 双 曲 
线 准 线 存 在 。 我 们 还 需要 反 
过 来 半 : 已 知 数 2, 点 了 和 
直线 y, 其 曲线 为 何 ? 很 明 
显 , 所 求 的 曲线 的 形状 仅 依 
赖 数 % 的 值 而 定 。 男 一 方 
面 ,我 们 可 以 这 样 调整 作 图 ， 图 由 
证 角 w 和 8, 因而 数 %, 取 任 意 的 值 。 由 此 可 知 , 我 们 的 作 图 产生 
所 求 曲 线 的 一 切 可 能 的 形式 ,因而 所 求 曲线 其 实 束 是 一 图 锥 曲线 。 

当 a=B 时 , 也 就 是 当 b=1 时 (记号 仍 同 前 ), 我 们 义 回 到 原 
来 的 抛物 线 的 定义 。 但 是 假如 e 同 匆 面 交 于 图 , 作 图 使 不 机 
为 在 这 种 情形 下 ,而 且 只 在 在 这 种 情形 下 ,和 平面。 和 上 不 相交 
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行 。 每 一 个 非 退 化 的 不 同 寺 因 的 网 儿 曲线 , 者 可 以 看 作 是 圆锥 截 
出 的 曲线 ,因此 都 适用 我 们 的 作 图 法 。 因此 准 线 的 性 质 是 除 圈 外 
一 切 非 退化 贺 雏 曲线 所 共有 的 。 

附带 地 说 一 说 ,图 锥 曲线 的 希腊 名 字 是 根据 曲线 对 于 准 线 的 
关系 而 来 的 。 这 是 说 ， 对 于 椭圆 "不 足 1 (六 Nelx ew), 对 于 双 曲 
线 超 过 1 (orspo6dkNsty ,对 于 抛物 线 正 好 是 1 (wapaBdNew) o 


3，、 双 曲面 的 能 动 细 杆 模型 


现在 我 们 来 证 明 第 17 页 上 那 句 断言 : 单 叶 双 曲 面 的 细 杆 模型 
是 能 动 的 。( 在 证 明 中 假定 已 经 知道 空间 解析 几何 中 若干 知 座 。) 
同时 还 要 证 明 , 当 构 形 变形 时 , 它 历 痉 一 个 单 叶 双 曲 面 族 。 

说 zj ,fw2， Ws 和 和 Yi， Ye， Ys 分 别 是 把 卫 和 昌 的 售 卡 儿 空 关 坐 
标 。 考 上 处 共 焦点 二 阶 曲 面 : 


2 £82 2 人 7; 
工 2 3 和 =1, (1) 


Qi 入 ds- 和 A as 一 人 个 a 一 \ 
让 我 们 选择 入 的 值 ,使 (1) 代 表 一 个 单 叶 双 曲 面 。P 卫 假定 是 这 曲面 
上 的 一 后 ,正如 (1) 式 所 示 。 假定 @ 和 了 同 在 曲面 的 茶 一 直线 上 。 
这 个 要 求 跟 以 下 二 方程 等 价 : 


之 = 一 工 ， (2 ) 
Li 
> Ci 一 人 =1。 (3) 


因为 线段 PQ 的 中 点 必 一 定 也 在 曲面 上 。 ML 的 坐标 为 于 (w+ 
十 内。 所 以 我 个 应 有 


ws (人 十 41) 1 1 2 
人 了 wh + 总 7 1, 


而 这 是 同 (3) 式 等 价 的。 反之 , 假如 直线 同 曲 面 有 三 点 人, 人 
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刘 相同 , 也 就 是 满足 (4) ，(2) ，(3) 的 话 ， 这 条 直线 就 完全 在 这 曲 
面 .上 。 
让 我 们 来 计算 距离 PQ 二 r+。 这 里 有 


3 
一 —Yy) = > +25 v= 


_ 人 
> (ai 入 t 入 ) 元 一 
一 之 、， (ai 一 入 ) i = 
yal 
Ea G1 一 入 To 2 | 一 
_ go 和 es | 
5 + 25 。 


由 于 筑 满足 态 程 (1) ，(2) ，(3) ,最 后 一 个 方 括 缀 里 的 式 子 消去 了 。 
因此 得 到 


_ ,N32 
nb (4) 


现在 假定 在 (也 式 内 将 入 换 成 另 一 值 ,从 而 得 出 另 一 单 叶 
双 曲 面 。 这 只 有 当 而 且 仅 当 对 于 每 个 和 4 一 入 的 符号 与 @; 一 入 
相同 时 才能 作 到 。 因 此 公式 


oi mA (ol1, 2, 3) (5) 
一 入 . 9 


决定 一 实 的 仿 射 变换 。 很 明显 , (5) 把 曲面 (1) 变换 到 同 (1) 共 焦点 
的 另 一 个 单 叶 双 曲面 。 命 这 个 双 曲 面 为 (1)。 衣 P'(e!) 和 (yl) 
是 在 变换 (四 之 下 了 和 日 的 象 , 则 直线 P'Q' 完 至 在 (1) 上 ,因为 它 
是 PQ 的 象 。 至 此 我 们 只 要 再 证 明 距 病 已 Q =7' 仍旧 等 于 PR, 也 
就 是 "=7, 邵 可 证 明 我 个 的 断 阁 。 对 于 7', 我 们 有 与 (4) 相仿 的 
公式 : 
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/一 一 忆 0i Ke — 二 和 O 
得 
人 0 一 3) 
已 二 和 忆 一 ; 2) oj)， 

由 于 (和 和 (4)， 可 知 了 一 了 是 

如 果 我 们 固定 ,让 和 变动 , (5) 圾 示 租 杆 模型 在 对 称 束 回 定 
的 条 件 下 变动 时 ,模型 的 点 所 走 过 的 路 区 。 故 过 简单 的 计算 ,可 以 
知道 ,这 些 曲线 乃 是 同 \d 共 焦点 的 椭 球 面 和 双 叶 双 曲 面 的 交 灾 。 


第 二 章 ”正则 点 夭 


在 这 一 章 里 我 们 预备 用 新 的 观点 研究 空间 的 度量 性 质 。 直 到 
现在 为 止 , 我 们 只 研究 了 -一 些 曲 线 和 曲面 ,也 就 是 只 接触 到 一 些 速 
策 图 形 ,但 现在 我 们 要 过 而 建立 由 离散 的 几何 元 素 做 成 的 系 葬 。 
这 样 的 系 和 统 也 时 常 在 其 他 数学 分 支 星 过 到 ,尤其 是 在 数论 和 画 数 
论 以 及 结晶 学 中 2。 


$5.， 平面 点 格 
由 离散 的 部 分 组 成 的 最 简单 的 图 形 是 符 面 正方 形 点 烙 @ (图 
39) 。 要 香 到 这 样 的 点 格 , 我 们 在 平面 。 。 
上 上 夯 出 面积 为 一 单位 的 正方 形 的 四 个 
顶点 ,把 正方 形 沿 其 一 边 的 一 个 方 问 
移出 一 边 之 长 , 画 出 所 竺 的 两 个 新 项 


点 。 避 想 这 样 的 步 又 可 以 在 一 个 方向 站 7 
-上 和 它 的 相反 方向 上 无 止境 地 火 炽 进 o 0 


行 ,这 样 我 们 在 平面 上 就 得 到 了 由 距 图 39 
宛 相 等 的 两 烈 点 所 组 成 的 长 条 。 把 长 条 在 跟 尼 垂直 的 方向 上 移出 
一 边 之 长 , 画 出 得 到 的 新 顶点 。 假定 这 个 步 又 又 可 以 在 两 个 方 回 


四 “下 面 讲 蒜 唱 学 的 几 节 中 不 总 是 用 普通 结晶 学 上 的 术语 。 在 简单 的 几何 的 摊 
斜 的 范 国内 ,我 傅 也 常用 简明 的 名 蛮 一 一 善 者 注 。 

该 省 让 欲 更 详 和 地 了 解 几何 车 晶 学 ,建议 去 参考 B. eroHe, H. JIaaypoB, A. Axe- 
KeaHKPoB 小“MaTexaTH9eCKHe 0CHOBH CDYKTYPHOTO 2&H8IK38 KDECTaX3I0OB2， 工 工 工 II ， 
193d4 一 一 俄 既 本 往 者 注 。 

@@ “点 格 ? 是 指 由 点 组 成 的 烙 子 "， 下 页 中 的 "格子 点 "是 指点 格 中 的 任意 点 一 
中 庆 首 注 。 


(33) 
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上 无 下 境地 进行 。 这 样 就 作出 了 全 部 的 正方 形 点 略 。 正 诅 形 点 格 
还 可 以 定义 为 在 焉 面 信 卡 儿 坐标 又 中 整数 坐标 点 的 集合 。 
当然 , 由 一 个 点 格 的 四 个 顶点 不 仅 可 以 租 成 正方 形 了 世 可 以 组 
成 其 他 图 形 , 例 如 玫 行 四 边 形 。 容 易 知道 ,由 玫 行 四 边 形 出 发 得 到 
的 总 格 与 由 正方 形 出 发 待 到 的 相同 ,只 要 这 平行 四 边 形 不 以 格子 
点 为 顶点 ,而 它 的 内 部 和 边 上 不 含 任何 其 他 格子 点 就 行 了 (否则 的 
话 , 用 这 种 办 法 得 出 的 点 不 能 包括 格子 点 的 全 体 ) 。 今 试 取 任意 的 
这 样 一 个 平行 四 边 形 来 考察 。 可 以 看 出 , 写 的 面积 等 于 原来 正方 
形 的 面积 (图 39) 。 关 于 这 句 话 的 严格 证 明 , 将 在 第 36 页 上 痊 出 。 
尽管 如 此 简单 的 点 格 , 却 可 以 引起 重要 的 数学 研究 ,其 中 最 时 
的 是 丙 斯 (Causs) 的 研究 。 高 斯 企图 在 生 径 等 于 7 的 固 面 中 找 出 
格子 点 的 数 自 了 (7); 这 里 图 心 是 一 格子 点 , 而 7? 是 一 上 整数。 高 斯 
赁 实验 找 出 对 于 许多 7 值 的 (7) 值 来 ,有 如 : 
二 10,， f(r)=317, 
r=20, f(r)=1257, 
二 30， f(r) =2821, 
”=100, f(r)=31417, 
r=200,， f(r)=125629, 
7 = 300, f(r) =282697, 


高 斯 研究 画 数 了 (") 的 目的 , 原 想 借 这 个 千 果 求 计算 的 近似 
值 。 每 个 基本 正方 形 的 面积 , 控 妥 设 都 等 于 一 个 单位 , 因此 Jr 
就 等 于 入 左下 顶点 在 圆 面 之 内 或 边 上 的 所 有 正方 形 复 盖 着 的 面 和 
矿 ( 图 4) 。 这 样 脱 来 ,7(r) 与 圈 面 面积 rar 之 差 不 超 过 与 图 面相 
交 的 (包括 计算 进去 的 或 未 计算 的 ) 正方 形 面积 的 总 和 4(7) 
fn) 一 ar <40， 
-< 
个 六 
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要 求 4(r) 
的 估 值 是 不 难 
的 。 单 位 正方 形 
的 两 点 则 最 大 距 
离 是 V2 , 所 以 
所 有 跟 图 相交 的 
正方 形 都 深 在 一 
个 图 环 内, 环 的 
宽度 为 2V3， 
而 炎 在 全 径 为 
六 十 2 和 >Y 一 
M2 的 二 图 之 
并 。 国 环 的 面积 图 40 
是 


全 
0 Crd oO oO 站 DD 人 
总 
[S| 


0 0 oo oo 0 9 © 0 


EN 


是 忆 已 0 © QO 


0 © bd 心 心 心 全 心 [a La 避 必 Le [oe 全 如 


心 嫩 O oO 心 DD QO 坟 


0 
站 
0 
0 


0 心 心 心 oO 心 0 © 已 0 局 名 


Br)=[r 二 WV2)2 一 (一 /2)3m=4、\/2zrr。 
但 4(7) 二 B(r), 所 以 
0 |< 
人” 小 


9 


由 此 再 运用 极限 过 程 ,就 得 到 我 们 所 要 找 的 公式 : 
lim Lt 一 条。 (1) 


一 co 


现在 把 高 斯 求 得 的 jw) 之 值 代入 上 式 , 得 出 下 烈 的 近似 值 
(m=3.14159...): 
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r 一 100， fs 3.1417, 
r=200， 女生 一 3.140725， 


一 300， ow =3.14107, 


公式 (1 ) 的 另 一 个 应 用 是 证 明 在 第 34 页 上 提 到 的 那 一 句 话 : 
凡 能 产生 正方 形 点 格 的 任 一 平行 四 边 形 , 它 的 面积 都 等 于 1。 为 
了 证 明 , 我 们 设 想 圈 域 内 的 每 一 格子 点 都 是 一 基本 平行 四 过 形 的 
一 顶点 ;并 约定 所 有 这 些 顶 点 在 下 行 四 边 形 相同 的 位 置 上 。 让 我 
们 把 平行 四 边 形 复 盖 着 的 面积 了 跟 因 面 的 面积 比较 一 下 。 这 里 也 
发 生 由 和 伯 径 ?十 6c 和 ?一 ec 所 作成 的 图 环 面积 B(7 ) 产生 的 微小 误 
其 ,其 中 6c 是 一 基本 平行 四 边 形 的 两 点 问 的 最 大 距离 而 与 7 无关。 
假定 基本 平行 四 边 形 的 面积 为 a, 上 则 面积 等 于 4.f(r)。 从 此 得 
出 公式 

lof (rr)—rr| < Blr) =4Aren, 


于 是 妇科 I < 
iim fz, 
ro co “a 
我 们 已 到 证 明寺 
in fn) - 


据 此 9 ,我们 的 断 莒 4=1 得 证 。 

”现在 我 们 炉 求 镀 究 一 般 的 “单位 点 格 ”, 这 是 说 ,根据 由 单位 正 
方形 产生 正方 形 点 格 的 方法 , 由 面积 等 于 一 单位 的 任意 盏 行 四 边 
形 产 生 的 点 格 。 这 里 也 是 一 样 ,不 同 的 盏 行 四 边 形 可 以 产生 相同 


@ ”在 这 个 证 明 中 ,也 可 以 不 必 是 图 ,而 基 任 何 的 一 块 在 画 , 只 要 这 甘 平 面 边 上 先 
复 盖 的 那 一 部 分 对 整个 的 这 块 于 面 来 说 ,是 任意 地 疾 罕 就 行 了 。 
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的 点 格 ,但 是 这 些 菠 行 四 边 形 的 面积 必定 等 于 一 单位 。 证 法 如 辐 
正方 形 点 格 的 情形 。 

对 任意 这 样 一 个 单位 点 格 来 说 ,二 格子 点 间 最 得 的 距离 。 是 
一 个 特征 值 。 单 位 点 格 的 “可 以 随意 小 ;这 只 要 考虑 由 “和 二 为 
边 的 短 形 产生 的 点 格 就 明白 了 。 但 是 另 一 方面 ，c 显然 不 能 广大 
无 边 ,否则 点 格 就 不 是 单位 点 格 了 。 因 此 。 必 有 一 上 界 。 今 试 决 
定 这 个 上 界 。 

从 任 一 单位 点 格 中 任意 选取 距离 为 最 害 (比如 说 ,最 短 距 高 是 
0) 的 两 点 (图 红 ) 。 通 过 这 两 点 作 一 直线 J。 按 照 点 格 的 定义 , 在 
这 条 直线 上 应 有 无 穷 多 的 、 立 隔 为 。 的 其 他 点 。 在 平行 于 g 且 与 
9 的 距离 为 二 的 站 各 有 上 也 应 有 无 和 多 的 格子 点 ,但 在 二 下行 弹 
g 和 所 之 间 的 区 域内 不 应 包含 任何 格子 点 。 以 上 两 项 事实 都 是 从 
所 讨论 的 点 格 是 单位 点 格 推出 来 的 。 以 。 为 生 径 、 以 9g 上 的 所 有 
的 格子 点 为 图 心 作 图 ,全 部 的 贺 将 复 盖 着 一 下 面 长 条 ,这 长 条 的 边 
界 是 一 些 圆 弧 。 长 条 内 部 的 任 一 点 至 少 同一 个 阁 子 点 的 距离 小 于 
0 所 以 按照 。 的 定义 ,这 点 不 是 格子 点 。 因 此 二 必 大 于 或 等 于 长 
条 边界 线 到 9 的 最 短 距离 。 这 个 距离 显然 是 以 为 边 的 等 边 三 角 
形 的 高 。 于 是 就 有 


: ra th es de a i i i i pe ee mm eh i ew i A 


ee 


V -和 就 是 所 求 的 。 的 上 界 。 而 且 确实 也 有 一 个 点 格 达 到 这 
个 极 值 ,因为 ,从 图 条 上 看 出 ,这 样 的 点 格 可 以 用 由 两 个 等 边 三 角 
形 拼 戌 的 李 行 四 边 形 产生 出 来 。 

单位 点 格 浆 过 脱 虑 或 收 荐 后 可 以 得 到 随意 大 小 的 点 格 。 讼 
是 蘑 个 点 格 的 基本 在 行 四 边 形 的 面积 , 0 是 两 个 格子 点 阅 的 最 短 
距离 ,那么 应 有 


2 
CO < oy 

等 号 当 且 仅 当 点 格 是 由 等 边 三 角形 租 成 的 时 候 才 成 立 。 所 以 ,对 
一 舱 定 的 最 短 距离 ,这 样 的 点 格 信 有 最 小 的 基本 平行 四 边 形 。 但 
是 ,我 们 在 第 36 页 上 看 过 ,大 的 图 形 的 面积 近似 地 等 于 在 那个 区 
域 里 格子 点 数 乘 以 基本 琅 行 四 边 形 的 面积 ,所 以 ,在 具有 和 葵 定 的 最 
短 距离 的 一 切 点 格 中 ,等 边 三 角形 点 格 ( 在 知 定 的 大 区 域 里 ) 含有 
最 多 的 点 。 

若 以 每 一 属于 点 为 圆心 ,以 两 个 格子 点 加 的 最 短 距 离 之 守 为 
御 径 作 图 , 则 得 到 一 租 彼此 相 切 但 没有 复 盖 现象 的 图 。 这 样 作出 
来 的 圆 组 称 为 (正则 的 ) 图 形 格子 式 堆 积 。 我 们 说 一 种 图 形 格子 式 
堆积 较 另 一 种 为 紧密 , 如 果 前 一 种 堆积 能 在 相当 大 的 已 知 区 域内 
放 进 较 多 的 图。 据 此 得 知 ,等 边 三 角形 点 格 产 生 最 紧密 的 圆 形 格 
子 式 堆积 (图 42)。 

作为 图 形 格子 式 堆积 的 密度 的 度量 ,我 们 取 包 含 在 已 知 区 域 
内 各 图 的 总 面积 除 以 这 个 区 域 的 面积 。 对 于 充分 大 的 区 域 来 说 这 
个 值 显然 近似 等 于 一 个 转 的 面积 除 以 基本 平行 四 边 形 的 面积 。 等 
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边 三 角形 点 格 答 出 密度 的 最 大 值 : 


D= x =0.2897, 


1 
2、/ 3 


$ 6， 在 数论 中 的 平面 点 榨 


点 格 在 许多 数论 关 题 中 有 用 处 。 以 下 我 们 举 儿 个 例子 。 为 各 
驶 令 述 烦 宛 起 见 , 在 这 一 夺 里 要 预先 假定 比 本 书 其 他 地 方 较 多 一 
些 的 数学 知识 。 

1 ， 莱 布 尼克 级 数 : 下 一 1 可 十 二 元 十 …。 如同 85 中 训 
的 , 假定 了 (7) 代表 在 以 7 为 中 和 会、 以 一 格子 点 为 转 心 的 图 内 ， 在 
面 正 方形 单位 点 格 的 点 的 个 数 。 我 们 把 贺 心 作为 笛 卡 儿 坐 标的 原 
点 ,并 把 格子 点 配 以 整数 坐标 。 这 样 f(7) 便 是 适合 人 2 十 六 <2 的 
所 有 整数 偶 x, y 的 个 数 。 因 为 刀 十 2 总 表示 整数 mw 因此 可 以 如 此 
去 求 帮 由 :对 每 一 整数 m 过:， 找 出 能 以 二 整数 平 瑟 之 和 玫 示 它 的 
方法 的 个 数 ,把 所 有 这 些 分 解法 的 个 数 相 加 。 在 数论 中 有 这 样 一 
个 定理 :一 整数 表示 为 二 整数 下方 之 和 的 方法 的 个 数 , 等 于 多 的 
具有 入 十 1 和 姨 十 3 形式 的 因子 的 个 数 之 差 的 四 倍 。 但 在 这 种 者 
法 中 ,如 %=@ 十 扣 , 0 一 大 十 om 一 (一 0 十 姑 等 等 须 认 为 是 不 同 


40 正则 点 对 [第 一 章 ] 


的 分 解 式 ,因为 它们 对 应 不 同 的 格子 点 。 这 样 襄 来 ,每 种 分 解 式 可 
以 导出 入 种 的 分 解 式 来 (但 如 4&= 土 5, 4 二 0, 5=0 是 例外 ) 。 作 为 
本 定理 的 例子 ,我 们 来 看 n=65 这 个 数 。 这 个 数 共 有 四 个 因子 : 1 
5, 18，65。 所 有 这 些 因子 都 可 以 写成 外 -1 的 形式 ,但 是 4- 
形式 的 却 一 个 也 没有 。 因 此 所 求 的 闫 是 4, 因此 要 据 我 们 的 定理 ， 
65 这 个 数 可 以 写成 16 种 二 数 乍 方 之 和 ，( 换 钉 攻 说， 以 原点 为 中 
65 一 4 二 77, 每 个 式 子 又 可 以 写成 8 种 形式 。 
根据 这 个 定理 , 对 于 每 个 正 整数 w<yr2, 从 形 为 乌 + 的 因子 
个 数 茂 去 形 为 妈 +3 的 因子 的 个 数 , 再 将 各 差 相 加 , 出 得 出 
于 (frD) 一 了 D。 不 过 ,如 果 把 加 焉 的 次 序 作 适当 的 变更 , 何 可 以 简 
化 许多 。 这 是 说 ,从 所 有 的 n<r? 中 形 为 多 十 1 的 因子 数 之 和 减 
去 所 有 的 形 为 乌 十 8 的 因子 数 之 和 。 要 决定 第 一 个 和 , 把 形 为 
48 十 工 的 各 数 按 大 小 次 上 序 写 成 1, 5， 9， 13.…, 所 有 大 于 六 的 数 一 
酸 不 计 。 每 个 让 样 的 数 肾 加 几 次 不 超过 7?, 在 计算 因子 时 , 它 就 
应 该 计算 儿 次 。 因 此 , 1 应 有 [r 习 坎 ,5 有 | 分] 灵 , 芝 里 的 [oa 一般 
表示 不 起 过 o 的 最 大 整数 。 所 以 我 们 所 求 的 4 十] 形式 的 因子 总 


数 是 [十 | 分] 上 | 邱 | 十 …。 由 符号 Fa ] 的 定义 ,这 个 级 数 只 要 
方 括 缴 中 的 分 母 一 超过 分 子 就 中 断 了 。 对 于 她 +3 形式 的 因子 也 


可 以 同样 地 处 理 , 从 而 得 出 这 种 因子 总 数 为 


和 ++ 二 I+ 
我 们 还 要 从 第 一 个 和 中 减 去 第 二 个 和 。 因 为 这 两 个 和 的 项 数 都 基 
有 限 的 ， 所 以 航 数 的 次 序 可 以 随意 变更 。 如 用 下 法 , 旭 在 过 流 
到 极限 ?20 时 较为 方便 。 我 们 把 得 出 的 竺 果 号 成 下 面 的 形 
式 : 
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#99-9- 丰 -[ 鸭 +[ 轩 -[ 航 :[ 鸭 -[ 由 +… 
为 了 要 涛 清楚 这 个 级 数 基 么 时 候 中 断 , 我 们 姑且 假定 + 是 奇 
数 。 这 样 般 数 一 此 有 1 项。 这 个 和 中 的 符号 加 焉 相间 ,同时 息 
对 值 不 增加 。 因 此 如 果 在 [二 |]= [7] =7 这 项 处 就 中 断 了 ,由 此 所 
产生 的 误 莽 最 多 等 于 最 后 的 一 项 7, 所 以 我 们 可 以 把 这 个 误差 写 
作 y, 这 里 的 乡 是 一 黄 分 数 。 如 果 我 们 要 把 留 下 的 椰 (r 十 攻 顶 的 


方 括 绚 去 掉 , 竺 果 每 项 的 误 送 都 小 于 1 所 以 总 的 误差 又 可 以 写作 
8"7, 而 和 是 一 期 分数。 于 是 我 们 有 


于 (7 一 芒 一 r2 一 瑟 十 委 一 作 十 … 士 r 士 末 十 gr， 

各 项 除 以 ?后 ,得 
! 
4 (A 三)= 1— 言 十 吉 一 言 十 土 二 


让 7 无限 者 加 ( 取 所 有 的 奇数 值 ), 则 并 站 趋 近 于 ,这 是 我 们 在 


$5 中 证 明 过 的 。 放样 我 们 就 导出 了 菜 布 尼 兹 极 数 : 


1 1 tri +i... 
Tt 


9. 二 次 形式 的 最 小 值 。 命 


fm, 1) =am?+20mnt em 
是 已 实 数 4， 5, 6 为 系数 且 行 刚 式 D=ac 一 =1 的 二 次 形式 ,在 
这 种 情形 下 不 能 等 于 等 。 今 不 妨 假 定 0。 和 如 所 周知 , 满足 这 
此 条件 的 了 Cm, mw 是 正定 的 ,也 就 是 说 , 对 于 所 有 的 实数 偶 mm, %， 
除去 m=n 一 0 之 外 ,ff(m, m) 是正 的 。 以 下 我 们 要 证 明 : 不 管 如 
何 选 择 系 数 a, 6, 6， 只 要 它们 适合 条 件 ac 一 外 =1 且 40, 总 有 


两 个 不 全 为 等 的 整数 m,n, 使 fm, mV) 声 - 广 成 立 。 
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这 句 断 疾 可 以 从 我 们 以 前 计 葵 过 的 在 单位 点 格 中 两 点 间 的 最 
小 距离 得 知 。 利 用 条 件 D1, 再 用 通常 的 配方 法 ，f (m,n) 可 写 
成 
jw =-(vant (YY 
现在 劣 虑 太 面 第 卡 儿 坐标 条 中 坐标 为 


v= am 十 -了 n, 
7 (7 


的 点 , 这 里 的 m 和 %% 取 所 有 的 整数 值 。 根 据 解 析 几 何 的 初等 定理 
知道 这 些 点 应 恋 作 成 单位 点 格 。 因 为 它们 可 以 从 正方 形 单位 点 格 
ZX 一 My 一 % 释 过 行列 式 等 于 1 的 在 面 仿 射 变换 


YE 
而 得 。 但 是 现在 A(m, wm ) = 十 V7; 所 以 当 mr 和 取 所 有 的 整数 
值 时 ,MFCm, mw) 表示 从 原点 到 相当 的 格子 点 的 距离 ,按照 前 面 计 
过 的 定理 ,点 格 有 一 点 了 ,可 使 这 个 路 郊 不 超过 /与 。 由 此 对 P 
的 二 整数 坐标 m,n 来 说 ,我 们 就 有 


2 
fm, ne ~ 
这 就 是 要 证 明 的 。 
这 个 结果 可 以 用 来 解决 遂 过 有 理 数 来 逼近 实数 的 问题 。 谱 a 
是 任 一 实数 ;我 们 考虑 形式 


rnAN3 1 2 

nC— mm 2 a fe 

ffm, mm) = em m2 mt (ee? jn2。 
| 8 63 £3 83 
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这 个 形式 的 行列 武 是 
1 2 2 
D=- te)— =1, 
这 里 的 8 是 任意 正 数 。 根 据 我 们 方才 证 明 的 结果 , 常 可 以 找到 二 
数 m,n, 使 适合 不 等 式 


(他 二 外 


号 . 
) 十 823702 去 一 天 一 
8 


从 这 里 显然 可 得 二 不 等 式 


on— m <V en < 

& /3 | ~ 3° 
2 < < 工 /- 和 全 
多 | < 让 J In | <= “3? 


如 果 a 不 是 有 理 数 ,第 一 个 不 等 式 的 左边 必 不 等 于 震 。 有 所 以 侯 如 
葵 定 的 s 的 值 越 来 越 小 , 则 必得 无 穷 多 的 这 样 的 数 偶 m%,n ;因为 此 


4 一 时 | 必 无 限 减少 。 用 这 种 方法 我 们 得 到 与 无 理 数 “ 随意 到 
近 的 有 理 数 一 。 另 一 方面 ,借用 第 二 不 等 式 可 以 消去 8, 从 而 得 汉 


从 这 里 又 得 


-< SB 
这 样 一 来 ,我 们 有 了 一 个 近似 分 数 的 序列 ,其 近似 的 程度 与 分 母 的 
再 方 成 正比 例 。 这 种 近似 值 的 分 母 不 需要 很 大 而 近似 程度 怠 相 当 
地 高 。 
3. 明科 夫 斯 基 定 理 ” 明 科 夫 斯 基建 立 了 一 个 关于 点 格 的 定 
理 ,这 个 定理 虽然 很 简单 ,可 是 能 够 解决 数论 上 许多 用 别 的 方法 难 
及 解决 的 阅 题 。 为 了 容易 明白 起 见 , 这 里 我 们 不 讲 定理 的 一 般 形 
式 , 而 只 讨论 一 个 特殊 的 情形 , 这 种 情形 不 但 非常 容易 表述 , 而 且 
QD ”对 于 充分 小 的 8, 是 许可 用 7 除 的 ,因为 , 如 果 n 等 于 之 ,不等式 | om 一 你 | 委 
< ey- 就 不 成 六 了 。 
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从 方法 上 说 ,已 包含 了 主要 的 一 切 。 这 个 定理 说 : 

如 果 以 边 为 2 的 正 无 形 复 盖 着 平面 上 任 一 已 知音 位 点 格 , 且 
使 正方 形 的 中 心 与 一 格子 点 重合 , 屠 末 在 这 个 正方 形 的 内 部 或 边 
上 还 有 一 个 档 子 太 。 

要 证 明 这 一 定理 ,设想 在 后 格 平 面 上 划 定 了 任意 一 个 大 的 区 
域 , 识 如 说 是 以 大 的 7 为 秆 径 以 一 个 格子 扣 为 图 心 的 痢 的 内 部 和 
圆周 。 对 于 在 这 个 区 域 中 的 每 一 格子 扩 都 以 这 扣 为 中 心 作 一 个 
以 ， 为 边 的 正方 形 (图 43) 。 现 在 要 求 不 管 选择 7 多么 大 ,也 没有 
两 个 正方 形 是 复 盖 着 的 ， 在 这 个 要 求 之 下 , 来 估 放 一 下 边 s 的 长 。 
依照 我 们 从 前 许 过 的 记号 , 在 所 说 的 区 域内 有 了 7) 个 格子 点 , 因 
为 正方 形 不 得 互相 复 盖 , 所 以 它们 的 总 面积 为 $f(7)。 男 一 方面 ， 
这 些 正 无 形 都 落 在 校 大 的 富 径 为 了 十 28 的 同心 加 内 ,因此 我 们 得 
到 下 面 的 不 等 式 : 


sf (7) Sr (rt 28)° 
_ no _ mr? 9s \3 


a 


GO 
nn 


Me 


pp 


co- 一 5 


OO oO 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ea oO 
i ee 
OO Oo OO 


0 © oo 


he ee 


DO 0 0 © © oO 


OO 0 0 0 0 0 0 0 9 0 0 © 0 


er 
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和 


如 果 将 s 固定 ,对 了 无 限 增加 ,由 前 面 的 jir) 的 讨论 ,知道 不 

等 式 的 右 方 趋 近 于 1。 所 以 我 们 得 出 s 的 条 件 是 

8S 雪 上 

因为 一 正方 形 只 可 能 有 复 盖 或 不 复 盖 两 种 情形 ,由 此 可 知 ,对 于 任 
意 正 数 6, 不 管 它 多 么 小 , 如 果 从 边 状 为 1-s 的 正方 形 出 发 ,必然 
得 到 复 盖 的 正方 形 。 直 到 现在 ,我 们 埋没 有 假定 正方 形 的 相互 位 
悄 , 因 此 我 们 可 以 把 正方 形 弹 其 中 心 作 任 何 角 度 的 转动 。 让 我 们 
假定 所 有 的 正方 形 都 平行 地 放羊 。 仿 取出 以 4 和 了 为 中 心 的 两 
个 互相 复 盖 的 正方 形 4, 来 看 (按照 题 设 ， 4，B 印 是 格子 点 ) , 则 
线段 4B 的 中 点 MX 必 落 在 这 两 个 正方 形 的 内 部 (图 49)。 

为 了 简明 起 晃 , 令 后 凡是 遇 到 二 格 
子 点 连 黎 的 中 点 ,例如 让 我们 一 构 用 点 
格 的 “平分 点 ”一 说 代表 。 现 在 我 们 可 
以 推出 这 样 的 结论 : 以 一 格子 点 为 中 心 
且 以 1+ 为 边 长 的 任 一 正方 形 &4, 一 定 图 4 
包含 一 平分 点 。 因 为 如 以 所 有 别 的 格子 点 为 中 心 作 一 些 正方 形 与 
a 僵 等 旦 同方 向 , 划 必 有 某 些 地 方 复 盖 起 来 ,又 因为 所 有 的 正方 形 
在 这 个 图 形 上 都 有 相同 资 烙 , 所 以 4 自己 也 必 部 分 地 鹤 男 一 正方 
形 5 复 盖 着 ,因此 4 必 包 含 一 于 分 点 , 如 同 图 竹中 的 点 开 。 现 在 
我 们 可 以 用 反 证 法 来 完 戊 定理 的 证 明 。 假 如 以 一 格子 点 4 为 中 心 
以 2 为 边 的 正方 形 的 内 部 或 边 上 再 没有 另外 的 格子 点 , 那 么 我 们 
可 以 把 这 个 正方 形 在 保持 边 的 方向 各 中心 的 位 置 的 条 件 下 稍微 地 
扩大 一 下 ,使 得 扩大 后 的 正方 形 w' 的 一 边 为 2(1 十 6) ,也 不 包含 其 
他 的 格子 点 。 另 外 一 方面 ,我 们 把 这 个 正方 形 也 在 保持 边 的 方向 和 
中 心 的 条 件 下 收 和 田汉 原 边 的 一 宇 , 就 得 到 忆 4 为 中 心 以 1+8 为 边 
的 正方 形 4, 这 个 正方 形 , 刚 才 证 明 过 必 包 含 一 平分 点 开 。 这 就 是 
个 六 盾 ; 因为 延长 4 一 倍 到 B, 则 了 必 是 一 格子 点 , 面 且 从 4 和 
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4 的 相互 位 仁 来 看 , 可 知 这 个 格子 点 必 在 4 之 内 
(图 45) 。 
明科 夫 斯 基 定 理 的 一 个 有 效应 用 是 处 理 上 一 
我 们 从 经 讲 过 的 用 有 理 数 过 近 实 数 的 半 题 。 我 
图 尖 个 的 方法 得 上 池 十 分 相似 ,可 是 得 到 更 好 的 嫩 玉 。 
信用 已 知 的 无 理 数 a, 我 们 作 点 格 , 格 子 点 的 币 卡 儿 华 标 为 : 


做 和 一 人 
化 一 


) 4 一 21， 


其 中 的 m 和 %% 取 所 有 的 整数 值 , 6 是 任意 的 正 数 。 人 象 以 前 一 样 ,可 
以 知道 这 个 点 格 是 单位 点 格 。 图 46 表示 点 格 中 的 一 个 基本 平行 
四 边 形 ,假定 0<a<1。 我 们 作 一 正方 形 , 以 2 为 边 ,中 心 在 原点 ， 
且 使 其 边 平 行 于 坐标 轴 。 应 用 明科 夫 斯 基 定 理 , 这 个 正方 形 必 包 
合 另 一 格子 点 。 这 个 格子 点 由 不 翁 等 于 霸 的 某 二 整数 mw 入 决 
定 。 另 一 方面 ,在 正方 形 的 内 部 和 边 上 的 点 的 华 标 都 满足 不 等 式 
2 六 1 1yi 全 1。 因 此 m, 应 满足 下 面 的 两 个 不 等 式 : 


| <1, len| <1, 
| < 
或 la 7 | nl? In| 专 oO 


op 
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由 此 可 昂 , 骨科 夫 斯 基 定 理 证 明了 有 逼近 a 的 分 数 序 列 存 在 , 它 比 
在 上 一 节 作 出 的 分 数 序数 更 好 ,那里 我 们 不 过 竺 到 了 近似 式 
2 1 


WA 
| v7 郊 ) 
V3 


2 


这 个 娃 果 比较 玉 , 因 为 -> 
当然 这 一 节 所 放 的 方法 不 仅 可 以 应 用 于 平面 ,也 可 以 应 用 于 
任意 厅 数 的 空间 , 因而 可 以 得 到 许多 更 为 一 般 的 数论 上 的 糙 果 。 


$7.， 三 和 和 三 维 以 上 的 点 格 


在 三 蕉 等 关中 从 一 平行 六 面体 开始 可 得 由 空间 的 点 格 ,作法 
和 在 二 维 空 间 中 从 一 平行 四 边 形 开始 以 得 出 平面 点 格 相 类 似 。 在 
空间 ,同一 个 点 格 也 可 用 不 同形 状 的 盏 行 天 面体 产生 ,但 是 它们 的 
体积 必定 相等 。 其 实 , 每 个 平行 六 面体 的 八 个 顶点 必须 是 八 个 格 
子 点 ,在 平行 X 面 体 的 内 部 和 面 上 不 放下 有 格子 点 。 我 们 把 由 体 
积 为 一 单位 的 平行 六 面体 产生 出 来 的 点 烙 叫做 单位 点 格 。 

跟 和 平面 上 的 理由 相同 , 冬 闻 单位 点 格 两 点 癌 最 短 的 距离 也 没 
有 下 界 , 但 确 有 一 上 和 寞 。 决 定 上 界 的 方法 也 和 平面 点 格 一 样 ,因此 
这 里 殊 不 重复 了 。 束 这 一 方面 来 说 ,正四 面体 在 空间 的 作用 相当 于 
三 角形 在 平面 上 的 作用 。 不 过 ,平面 上 基本 平行 四 边 形 由 两 个 等 
边 三 角形 拼 成 ,而 相当 的 空 辣 的 基本 平行 大 面体 ( 正 莪 面体 ) , 由 两 
个 正四 面体 和 一 个 正八 面体 拼 成 (参看 第 50 页 图 49) DB 。 这 个 平 


行 太 面体 的 体积 是 -和 其 中 的 < 代表 正四 面体 的 一 个 楼 长 。 因 


为 我 们 要 求 这 个 体积 等 于 一 单位 ,从 1, 得 ce 一 M5。 于 是 
我 们 得 出 这 样 的 一 个 结果 :在 空间 的 单位 点 格 中 , 踊 一 个 烙 子 点 为 


中 ”平面 上 最 紧密 的 圆 形 堆积 问题 可 化 妇 用 全 等 等 边 三 角形 无 空 陈 地 击 泪 平面 
的 六 题 。 似 平 由 此 可 以 推 起 , 空间 中 的 类 似 则 题 可 化 归 用 全 等 正四 面体 无 空 陈 地 塌 沸 
谈 湖 的 现 题 。 然 而 可 以 证 明 , 空 间 关 不 能 用 全 等 正四 面体 填 盖 。 
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Yea 2 的 地 方 ; 亚 少 还 有 一 个 格子 点 。 

也 和 象 平 面 的 情形 一 样 ,用 上 述 和 结果 还 可 解决 最 紧 窗 的 格子 江 
球形 堆积 问题 ,这样 的 堆积 只 要 球 心 租 成 次 面体 点 格 就 可 实现 , 侯 
os 是 工 , 正四 长 是 2， no 

-全 一 4 2。 
因而 在 体积 为 7 的 空间 区 域内 , 近似 
地 含有 9 个 烙 子 点 ,也 就 是 包含 
这 样 多 的 单位 球 。 跟 平面 的 情形 一 样 ， 
7 越 大 ,上 式 越 准确 。 

证 我 们 再 进一步 来 研究 球形 挫 
积 ， 为 此 , 我 们 猎 想 有 多 个 单位 球 组 
成 的 一 个 平面 层 , 在 这 平面 层 中 各 球 
心 作成 的 点 格 与 平面 最 紧密 的 图形 堆 
积 相 当 。 这 样 显然 也 就 得 到 平面 层 的 
最 紧密 的 球形 堆积 。 诗 我们 再 取 同 样 
的 第 二 层 , 放 在 第 一 层 上 。 试问 应 如 
何 放 法 ,才能 使 这 两 旺 位 十 相距 尽 可 
能 小 的 两 个 平行 平面 之 并 ?为 此 ,必须 
使 第 二 层 的 球 十 到 第 一 层 的 空 际 处 ， 
但 是 这 样 并 不 能 卉 满 各 个 空 际 , 而 必 
条 交 钳 地 留 下 空 障 (参天 第 39 碳 图 
42) 。 若 用 同一 五 式 在 这 两 层 之 上 所 
放 上 第 三 层 , 这 个 规则 还 不 能 了 唯一 地 
决定 三 县 球 的 相互 位 置 。 我 们 可 以 把 
第 三 层 球 这 样 放 到 第 二 层 所 留 下 的 空 
图 47 隐 之 上 ,使 得 第 一 、 三 两 层 对 于 第 二 层 
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对 称 (图 47, c)。 也 可 以 把 第 三 层 球 放 到 上 述 排 烈 留 下 的 空 际 处 (图 
47; 5, 0c) ;这 样 ,从 第 一 层 挪 到 第 二 层 或 者 从 第 二 层 挪 到 第 二 层 要 
多 过 同样 的 斑 移 。 在 这 种 情形 下 ,在 两 个 方向 上 重复 同样 的 三 移 ， 
将 产生 北面 体 的 球形 格子 式 堆积 。 由 此 可 见 , 虽然 在 平 画 上 可 用 
了 唯一 的 圆 形 堆积 得 到 理想 的 最 大 的 密度 ,但 在 空间 ,同样 的 问题 却 
得 出 两 种 完 公 不 同 的 球形 排 刚 D。 各 球 心 不 一 定 在 整个 答 间 都 租 
成 有 规划 的 图 形 , 因为 把 一 层 挪 到 男 一 层 可 用 两 种 方法 的 任何 一 
种 。 但 有 一 特点 是 所 有 排列 方法 所 共有 的 : 每 个 球 恰好 跟 十 二 个 
球 相 接 触 , 其 中 的 六 个 球 种 它 在 同一 层 , 另外 的 六 个 分 在 上 、 下 两 
个 邻 层 里 ,每 层 里 有 三 个 。 

四 闪 和 五 闪 的 最 紧密 的 球形 格子 式 堆积 问题 已 有 车 论 , 非常 
奇怪 的 是 ,可 以 证 明 , 想 当 于 三 角形 或 殊 面 体 的 点 格 的 高 条 答 图 反 
格 , 不 再 产生 最 紧密 的 球形 堪 积 。 现 将 业 果 作 拭 下 雪 : 


at ni 


| 天 点 周 坊 及 短 距离 


浴 积 密度 


x 面 V/ -二 =1.075 0.2S9x =0.907 
mw 
平常 空 辣 =:1.129 YE x Et x=0.740 
四 锥 空 同 ~ 3 =1.189 0.617 
五 滩 空 阅 YE 1.074 ~ 1:0.465 
(在 四 粮 衬 加 里 单 位 球 约 体积 守 于 “ ,在 五 灯 空 间 里 每 于 5-。 ) 


除了 最 大 密度 的 叭 各 以 外 ,还 有 许多 其 他 有 趣 的 正则 堆积 ， 
例如 ,有 一 种 所 请 立方 体 球形 堆积 ,堆积 的 单位 球 的 球 心 是 楼 长 为 
2 汐 立方体 产生 的 格子 点 。 在 这 里 每 个 球 恰 与 六 个 分 球 相 切 ,因此 
可 以 想到 ,这 种 堆积 的 密 诬 比 每 个 球 与 12 个 邻 球 相 切 的 奏 面 体格 


@ 这 两 种 堆积 方式 事实 上 在 自然 界 都 存在 。 第 一 种 见于 线 的 六 面体 晶体 ,第 二 
赫 具 了 耐心 立 方 晶体 。 贿 看 8。 
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子 式 堆积 的 密度 要 小 得 多 。 要 永明 这 各 话 ,我 个 把 立方 体 点 格 所 
动 ,使 每 一 立方 体 恰好 包含 一 个 球 。 楼 长 为 2 的 立方 体 体积 等 于 
8, 因此 包含 在 体积 等 于 84 的 一 个 大 区 域内 的 球 数 近 但 地 等 于 =。 
由 于 单位 球 的 体积 等 于 全 mr, 所 以 立方 体 堆积 的 密度 是 


和 
D= 二 Xx 可 7 0.B24。 


我 们 月 然 会 联想 习 与 最 紧密 堆积 问题 相反 的 ,在 空间 各 球 互 
相 文 撑 , 使 相对 位 置 得 以 保持 不 动 的 条 件 下 寻求 最 黎 松 的 正则 的 
球形 堆积 问题 。 这 时 ,每 个 球 必 须 至 少 与 四 个 邻 球 相 切 ,这 四 个 球 
的 球 心 婚 不 能 在 一 个 平面 上 , 也 不 能 在 一 个 年 球 上 。 假 如 不 然 , 一 
个 球 就 不 能 被 其 分 球 托 住 。 可 能 有 人 入 会 想到 ,最 稀 松 的 塔 积 应 该 
是 每 个 球 恰 好 跟 四 个 球 相 切 ,而且 四 个 球 心 形成 正四 面体 的 四 个 
顶点 。 下 面 我 们 先 用 这 样子 的 排列 作 一 个 点 组 ,然后 再 研究 如 此 
所 得 的 球形 堆积 完 葛 是 不 是 最 稀 松 的 。 

仿 将 立方 体 各 面 上 的 中 心 点 也 加 入 下 方 体 点 格 中 。 如 此 所 得 
的 点 组 也 作 戚 点 格 ( 面 尼 立方 体 点 略 ) 因 为 这 一 组 点 可 以 从 平行 天 
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面体 4B8CDBFG 万 (图 48 和 各 ) 用 本 移 法 产生 。 (这 两 蕊 图 也 裔 
明 前 面 放 过 的 一 件 事 宾 : 同 一 点 格 可 以 由 截然 不 同 的 多 种 基本 体 
产生 。) 从 图 49 上 可 以 看 出 ,这 种 点 衬 欠 出 最 紧密 的 球形 堆积 。 因 
为 ,在 平面 4BD 上 , 相 行 四 边 形 4BDB 定 出 等 边 三 角形 点 格 ; 包 
合格 子 点 的 最 近 的 平行 秆 面 是 08G, 在 这 个 平面 上 的 点 格 同 攻 
面 4BD 上 的 格子 点 作成 一 些 正四 面体 ,例如 4BOD。 

让 我 们 在 这 个 点 烙 玉 之 外 再 加 上 跟 它 合同 的 另 一 个 点 格 也， 
亏 是 这 样 得 到 的 : 沿 立方 体 对 角 线 4 了 的 方向 移动 有 移动 的 距 
离 等 于 了 4 末 ( 图 50) 。 我 们 说 ,， 工 入 上 的 点 一 起 ,作成 所 求 的 
“四 面体 "球形 堆积 的 球 心 ,而 且 球 的 后 逢 等 于 于 44', 其 中 的 4 
是 从 4 移 来 的 荆 上 的 点 。 因 为 ,根据 作 图 , 4' 显然 同 图 4 中 所 
标 出 的 和 4, B, 0, D 四 点 的 距离 相等 
所 以 以 4 为 球 心 的 球 恰好 同 以 四 面体 
4BOD 的 四 顶点 为 球 心 的 四 个 球 相 切 。 
由 于 对 称 的 原故 ， 相当 的 说 法 也 适用 于 
工 上 的 一 切 的 球 。 再 有 ,这 个 辕 果 也 适 
用 于 球 心 在 及 上 的 所 有 的 球 (例如 图 50 
上 的 甩 点 ) ,因为 及 和 工 的 相对 位 置 相 
同 ,所 不 同 的 只 是 平移 的 方向 而 已 。 图 
5 和 到 表明 四 面体 的 球 心 挑 列 的 状 
驶 。 图 中 邻 球 的 球 心 用 直线 连接 @。 


_ ”OO 点 格 下 的 点 
现在 我 们 来 计算 四 i 体 推 积 的 密 优点 术 工 的 点 


度 。 每 一 立方 体 显然 占有 点 格 工 的 四 个 图 50 


@ ”在 这 种 堆积 电 球 心 的 轨 达 不 是 点 格 ;因为 在 这 罗 迹 中 ,不 包含 比方 设 4” 这 一 
点 ,而 4 是 在 图 2 上 延长 4 使 汪汪 ' 一 A 而 得 到 的 ;假使 构 形 是 点 格 , 则 由 于 密 
包含 4 和 4', 也 应 恋 包 含 了 A” 了 。 这 种 作 图 称 为 点 肝 。 点 邓 比 点 榜 具 有 更 一 般 的 
对 称 性 。 宪 的 定义 将 于 59 芥 出 。 
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图 时 


球 ,因为 把 平移 到 了 后, 五 , 了, G, 右 四 点 (图 49) 和 以 这 四 点 

于 为 球 心 的 四 个 球 宛 全 移出 于 立 
I  “ 方 体 之 外 ,但 以 4, 8, 0, DD 四 
点 为 球 心 的 四 个 球 则 移 大 立方 
a ns | 的 一 样 , 所 以 每 一 立方 体 恰好 
i 占有 堆积 的 六 个 球 。 跟 以 前 一 
一 梯 , 命 各 球 的 咎 私 汪 44 等 于 
4 一 单位 ,并 识 立 方 体 的 一 楼 长 

i 为 5， 它 的 对 角 线 长 为 5， 划 
b=4A4'=8=a\ 3 , 


和 
i a "ee 


由 此 立 得 立方 体 的 体积 是 0? 一 二 y=。 跟 以 前 的 座 廿 相同 所 求 的 
密度 刀 是 
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我 们 现在 证 明 [ 和 仿照 五 . 希 斯 (Heesch) 和 卫 , 拉 费 斯 (Layes)] 
四 面体 球形 堆积 还 不 是 最 稀 松 的 形式 ,只 相公 过 简单 的 变形 ,就 可 
以 产生 比 这 更 稀 松 的 形式 ,其 中 每 一 球 仍 与 其 他 四 球 相 切 , 而 且 所 
有 的 球 都 处 于 平等 的 地 位 。 必 须 指出 , 跟 同 一 球 相 切 的 四 球 的 球 
心 ; 此 处 不 是 正四 面体 的 顶点 ， 而 是 另 一 种 以 等 边 三 角形 为 底 、 以 
等 腰 二 角形 为 侧面 的 四 面体 的 质点 。 

为 了 作出 这 个 堆积 ,我 们 从 四 面体 堆积 的 一 个 球 K 出 发 , 作 
生 径 相等 的 小 球 铅 ，5s，%s,， a， 使 它们 内 切 于 大 ,而 切 点 正好 是 
大 同 四 面体 堆 税 的 邻 球 相 切 的 切 氮 。 因 为 这 四 个 切 点 是 一 个 正四 
面体 的 顶点 ,所 以 四 小 球 的 球 心 出 是 如 此 。 帮 过 适当 地 选择 四 小 
球 的 年 径 , 可 使 它们 每 两 个 都 相 切 ,因此 每 一 小 球 都 与 其 他 三 个 相 
切 。 对 于 四 面体 堆积 中 的 其 他 各 球 也 可 以 如 此 作 。 这 样 ， 妇 不 仅 
同 KK 内 部 的 和 2，bs, 名 相 切 ， 世间 全 外 部 的 男 一 小 球 , 比方 说 bs 
相 切 , 切 点 就 是 内 切 于 上 的 切 点 ;因为 在 这 一 点 .上 ,上 同 四 面体 
堆积 的 一 球 KK' 相 赎 ,并且 也 就 在 这 同一 点 上 , "在 它 的 内 部 同 
我 们 时 它 做 hs 的 小 球 相配 。 当 然 妃 的 这 个 性 质 也 同样 适用 于 作 
图 中 的 其 他 的 相等 的 球 。 这 样 一 来 ,在 这 些 球 所 成 的 堆积 中 ,每 一 
球 的 确 被 其 邻 球 叉 撑 着 。 如 果 要 把 如 此 得 出 的 堆积 的 密度 4 同 四 
面体 堆积 的 密度 D 作 一 比较 , 显然 只 要 把 如 到 hs 体积 之 和 同 玫 
的 体积 作 一 上 比较 就 行 了 。 假 定 三 的 竺 径 是 7, 上 的 和 牛 径 是 BR, 则 


7 4 x S$ ors 1 
2 3 wh 全 
从 我 们 的 作法 其 易 推 知 


BR- (号 +1)r， 


”@ 参看 Zeitschritt fir Kristallographie, 钨 82， 第 10 页 ,图 7。 
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因此 d= a ‘5 D=0.3633 D, 

( 5 1 
可 知 这 种 堆积 比 四 面体 的 还 要 稀 松 得 多 ,下 面 的 表 入 出 我 们 讨论 
过 的 四 种 球形 堆积 的 特征 常数 。 


最 紧密 的 准 积 A | D-Y5x4a-o :0.740 12 
立方 体 堆 积 D=X 人 Sw=0.523 6 
z J 每 个 球 与 其 他 的 个 球根 切 
四 面体 堆积 | 万 -av 3 x 和 xw-0.340 4 
G4 3 
最 确 松 (? ) 的 堆积 | DD=0.123 4 


假如 我 们 不 要 求 图 国 和 球 的 排 到 是 规划 的 ， 而 代 之 以 坟 罚 的 楼 
求 , 例如 只 要 求 在 充分 大 的 平面 (空间 ) 区 域内 放 上 尽 可 能 多 的 大 
小 相同 的 图 ( 球 )。 关 于 平面 上 的 情形 ,已 多 证 出 几 适 合 这 个 新 的 
条 件 的 图 必须 是 格子 式 的 。 至 于 三 雁 和 三 维 以 上 空间 的 情形 , 国 
题 迄 令 谷 未 解决 。 


$ 8. 作为 正则 点 系 的 结晶 体 


不 连续 的 正则 点 姐 理论 最 重要 的 应 用 是 在 娃 蝇 学 上 。 由 于 和 车 
日 钵 具有 规则 的 外 形 和 沿 一 定 方 癌 的 可 刍 性 ,人 们 推测 ,如 把 知 品 
体 中 单个 的 原子 或 分 子 当 作 点 来 看 ,上 央 这 些 原子 或 分 子 作 成 一 个 
图 形 , 它 可 以 用 合同 于 自己 的 方式 ,无 限 延 伸 以 至 卉 满 整 个 的 空 
加。 凡 用 这 样 的 延伸 法 产生 的 图 形 都 呀 点 和 对。 以 后 我 们 还 要 把 这 
个 概念 弄 得 更 为 精确 一 些 , 而 且 证 明 , 点 系 只 有 有 限 种 实质 上 不 
同 的 类 型 。 这 里 有 两 个 问题 发 生 : 一 部 分 属于 数学 ,一 部 分 属于 物 
理学 。 第 一 个 问题 是 对 于 每 一 类 的 车 晶 体 找 出 相当 的 态 系 类 型 ， 
第 二 个 问题 是 用 适当 的 点 柔 的 几何 性 质 来 解释 各 种 不 同 精 唱 体 的 
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物理 性 态 。 

首先 企图 用 上 项 办 法 获得 车 品 体 构造 上 一 定 观 点 的 要 上 测 到 
布 腊 魏 斯 (Bravaig, 1848) Q@ 。 但 一 直 等 到 1913 年 劳 埃 (Laue) 利 
用 XX 射线 对 车 铝 体 作 衍射 实验 以 后 ,这 于 牢固 地 货 定 了 布 脱 魏 斯 
理论 的 基础 。 芝 坪 用 实验 方法 不 仅 证 实 了 千 曲 体 的 格子 构造 的 存 
在 ,并 且 确 定 了 它们 的 精确 构造 。 

最 粗粮 的 原子 构造 的 想象 , 目 然 是 假定 原子 由 有 “ 手 ” 的 质点 
和 组 成 , 手 的 数目 与 原子 价 相等 。 在 这 样 的 模型 里 我 们 假定 代表 原 
子 价 的 手 尽 可 能 对 称 地 排 刘 于 空间 , 除非 有 特殊 的 理由 认为 对称 
性 已 慎 破 未 了 。 当 几 个 原子 知 合 起 来 而 为 分 子 的 时 候 , 我 们 设想 
不 同 的 原子 的 两 支 手 拉 在 一 起 。 

举 几 个 例子 来 看 看 。 迄 (五 )， 氧 (0)， 气 (N)， 碳 (9) ， 它们 的 
原子 价 分 别 为 1, 23, 3, 4， 因 此 我 们 可 以 假想 这 些 用 质点 表示 的 
原子 ,分 别 有 1, 2, 3, 4 文 手 (图 54) 。 对 于 囊 , 0, 全 来 证, 对称 
性 要 求 它 个 的 手 排 在 一 个 平面 上 。 由 于 同一 理由 ,可 以 假想 瑞 原 


H vo 
图 58 
HA 
位 一 一 一 一 路 
0 C 3” 人 
7 
图 54 


@ ” 精 虽 体 和 构造 的 数学 理论 是 俄国 的 学 者 EE. C. 费 多 罗 夫 (exopB) 在 1891 年 创 
立 的 一 一 俄 亩 本 入 者 注 。 
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子 的 四 支 手 以 原子 为 中 心 ,向 一 个 正四 面体 的 顶点 仲 出。 
作为 分 子 的 例子 ,我 们 看 一 下 二 氧化 碳 (03) , 甲 并 (CH 和 
乙 煤 (CoHe) 。 图 54 代表 原 子 如 何 相 过 的 一 种 大 概 表 示 法 (构造 
式 " ) ,而 不 考虑 原子 在 空间 的 实际 
排列 。 甲 烷 和 乙 烧 分 子 在 空间 的 可 
能 的 排列 形式 , 根据 万 特 霍 夫 (Van 
?Hof 1874) 最 近 研 究 的 辕 果 ， 可 能 
象 图 上 5 中 那样 。 在 乙 烧 的 模型 里 ， 
我 们 可 以 设想 两 个 碳 原 子 的 连 嫉 是 
能 够 作 相 对 旋转 的 两 个 四 面体 的 轴 。 
图 55 现在 有 这 样 的 问题 发 生 : 整个 
的 娃 晶 体 是 否 象 分 子 那 样 , 由 多 个 原子 烙 成 而 生成 的 呢 ? 要 间 这 
样 的 车 构 是 否 可 能 , 先 看 小 最 简单 的 情形 , 即 只 由 单一 元 素 组 成 的 
鳍 晶体 如 何 。 以 金刚 石 为 例 。 大 家 知道 ,金刚 石 是 纯 碳 姐 成 的 ,这 
样 , 问题 就 成 为 如 何 把 千 千 万 万 的 有 四 支 手 的 碳 原 子 质 点 尽 可 能 
对 称 地 排列 , 着 使 每 一 质点 都 与 另外 的 四 个 质点 手 手相 违 。 这 样 
的 烙 构 是 否 可 能 , 纯粹 是 一 个 几何 的 问题 。 实 际 上 这 样 的 车 构 是 
存在 的 。 原 子 的 排列 正 篆 四 面体 堆积 中 球 心 那样 。 因 为 根据 $7 
所 讲 的 构造 ,每 个 点 的 四 个 邻 点 恰好 作成 正四 面体 的 四 个 顶点 ,而 
原来 的 那 一 点 是 正四 面体 闪 中 心 (难看 第 于 到 第 中 页 图 30 到 
52) 。 根 据 两 位 布 喇 开 (Bragg) 最 近 测量 的 嫩 果 ,我 们 邦 用 儿 何 方法 
得 到 的 这 个 模型 , 正 是 由 原子 构成 金 间 石 知 晶 体 的 模型 。 在 同一 
测量 和 结果 中 还 发 现 , 二 相 邻 质点 的 焉 离 是 1.53 x10- 厘米 @。 
除了 金刚 石 外 , 还 有 另 一 种 只 舍 碳 原子 的 辐 晶 体 ， 就 是 石墨 。 


中 ” 苞 化 名 (ZnS) 的 结晶 体 志 有 与 四 面体 球形 堆积 对 应 的 原子 构造 。 在 这 里 鱼 
原子 和 硫 原 子 分 别 粗 成 象 我 们 在 第 看 页 上 图 50 所 画 的 两 个 点 榈 , 宪 们 合 起 米 就 成 为 
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测量 的 精 果 发 现 , 石 誉 矶 原子 四 文 手 的 排列 不 是 对 称 的 ,其 至 手 长 
世 不 相等 。 一 文 长 达 3.41x 1 了 0 厘米 , 其 他 三 支 手 仅 有 1. 和 6x 
X 世 一 厘米 。 后 面 的 三 支 手 差不多 在 一 平面 上 。 实 验 从 不 能 告 评 
我 倍 这 三 支 手 离 一 平面 有 多 天 的 俑 益 , 但 为 了 今后 讨 验 方便 起 见 ， 
只要 假定 和 它们 恰好 在 一 平面 上 就 够 了 。 有 了 这 项 假定 ,我 们 可 以 
把 石 又 的 构造 描述 如 下 : 

在 一 平面 上 作 正 六 边 形 粗 , 使 每 一 原子 在 一 顶点 上 (图 56)。 


这 样 ,每 一 原子 用 去 了 三 个 原子 价 ， 要 使 平面 上 面 的 一 层 跟 下 面 
的 一 层 衔接 起 来 ,必须 交错 地 把 原子 处 于 自由 状态 的 第 四 支 手 ( 每 
个 原子 恰好 有 一 支 ) 与 上 下 层 的 原子 拉 在 一 起 。 由 此 得 知 , 实 际 上 上 
三 层 是 合同 的 ,而 且 中 层 的 各 个 原子 盾 点 交错 相间 地 在 上 层 一 质 
点 的 正 下 方 和 下 层 一 质点 的 正 上 方 。 用 同样 的 办 法 可 将 构架 向 各 
方 无 限 延伸 。 

剖 竹 建立 起 来 的 金刚 石和 石 蛙 的 两 种 点 系 可 以 解释 两 种 竺 晶 
体 之 间 某 些 物理 性 态 上 的 差别 ,例如 石墨 较 比 金刚 石 的 可 型 性 和 
可 压 奸 性 加 大 得 多 。 至 于 要 想 解 释 其 他 的 差别 ,困难 还 有 不 少 。 

由 几 种 不 同 的 原子 组 成 的 结晶 体 我 们 举 食盐 (Na01) 作 例子 。 
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食盐 的 精品 体 是 立方 体格 子 , 宪 的 顶点 由 握 (CLD 和 钠 (Na) 的 原子 
相 轩 地 填 满 (图 57) 。 相 邻 二 格子 点 的 距离 是 2x1o 一 厘米 ,因而 
一 -7 ” 比 石 肚 中 夏 原 子 的 短 手 长 , 比 
长 手 短 。 在 食盐 的 车 晶体 中 每 
一 格子 点 有 六 个 相 邻 的 质点 。 
但 因为 销 和 氯 的 原子 都 是 一 价 
的 ,所 以 这 种 和 结晶体 的 原子 排 
有 刘 不 遵循 上 面 所 讲 的 原子 价 的 
图 7 理论 ， 一 般 的 情形 也 是 如 此 ， 
作成 结晶 体 的 原子 的 价 跟 构架 中 一 质点 的 相 邻 质点 的 个 数 之 问 没 
有 什么 直接 的 关系 。 不 过 就 金 出 石 来 说 ,原子 价 与 相 邻 质点 数 相 
同 , 这 乃 是 一 例外 。 
值得 特别 注意 的 是 ,在 食盐 格子 中 不 能 特别 划分 出 一 对 与 其 
分 子 (Na01) 对 应 的 盾 点 。 换 名 话说 ,格子 是 由 这 两 种 原子 直接 组 
成 的 。 与 此 相反 , 对 于 基 些 车 晶体 ,可 以 相当 清楚 地 划分 出 它 的 分 
子 , 或 者 由 多 个 原子 车 合成 的 集团 。 例 如 在 大 理 石 (Ca00;) 的 格 
子 中 ， 大理石 的 原子 集团 碳酸 根 00s 的 空间 排列 就 清晰 地 显示 出 
这 个 根 是 不 可 分 割 的 整体 。 

”金刚 石 是 四 面体 球形 堆积 的 例子 。 此 外 ,有 大 量 的 作成 “ 面 心 
开 方 体 点 格 的 辕 蝇 体 , 这 样 的 点 格 相 妆 于 相 邻 两 层 的 相对 位 置 永 
远 相同 的 最 紧密 的 球形 堆积 (第 48 页 的 图 各 ,58, 6)。 对 于 另外 一 
种 最 紧密 的 球形 堆积 ,其 中 各 层 交 错 地 卉 满 两 租 不 同 的 实际 (第 48 
页 图 47,，c) , 镁 是 一 个 例子 。 这 种 排 刘 的 方法 称 为 “六 角形 最 紧密 
的 球形 堆积 。 
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旭 排 列 这 个 妊 几 何 的 闫 题 。 因 为 对 于 许多 目的 来 说 ,可 以 把 物体 
抽象 地 看 作 点 ,所 以 就 把 这 样 的 排列 法 称 为 正则 点 系 。 按 照 前 面 
的 讨论 ,我 们 用 下 面 的 三 个 性 质 来 规定 正则 点 系 : 

1 平面 或 空间 的 正则 点 系 包 含 无 穷 多 的 点 ,而 且 焉 面 上 包含 
在 一 贺 内 的 点 数 或 空间 中 包含 在 一 球 内 的 点 数 分 别 按 件 径 的 平方 
或 立方 而 增加 ,以 至 无 穷 。 

2 在任 一 有 限 区 域内 ,一 正则 点 系 只 包含 有 限 个 数 的 点 。 

3， 在 一 正则 点 系 中 ,每 一 点 对 于 其 余 的 点 而 车 的 位 置 和 另 一 
点 的 相同 。 

前 两 个 规定 性 质 用 不 着 加 以 解释 。 第 三 个 性 质 可 以 如 此 解 
释 : 将 正则 点 系 中 的 某 一 定点 与 系 中 其 他 的 所 有 点 用 直线 圳 灶 ;, 对 
于 任 一 第 二 定点 也 这 样 作 。 那 末 第 三 个 规定 就 是 说 ,用 两 种 方式 
香 出 来 的 线段 图 是 合同 的 ,也 就 是 释 过 平面 或 空间 的 一 定 的 运动 ， 
一 个 图 形 可 以 搬 到 另 一 图 形 上 去 。 这 样 一 来 ;一 个 人 如 果 站 在 系 
中 的 某 一 个 定点 上 ,他 不 能 用 任何 的 量 法 去 定 出 他 究竟 在 柔 中 的 
哪 一 点 ,因为 所 有 点 都 处 于 相同 的 地 位 。 不 过 要 满足 第 三 项 要 求 ， 
不 一 定 把 系 中 的 诸 点 连 成 线 , 只 要 求 浆 过 三面 或 空间 的 某 种 运动 
能 够 把 系 中 的 任 一 点 搬 到 系 中 的 其 他 任 一 点 ,使 得 点 系 中 的 一 点 
所 占 的 地 位 在 运动 后 被 另 一 点 所 代替 ,而 且 反 过 来 也 对 。 这 样 的 
运动 叫做 保持 点 和 不 变 的 运动 ,也 时 做 点 系 的 送 合 运动 。 利 用 这 
个 概念 ,可 以 把 前 面 规定 的 第 三 个 正则 点 系 的 性 盾 收 写 为 : 

3， 正则 点 系 的 任 一 点 释 过 系 中 的 某 种 兴 合 运动 ,能 够 搬 到 系 
中 的 其 他 任 一 点 。 

从 这 个 定义 可 知 我 们 从 前 所 规定 的 下 面 上 或 空间 中 由 平行 四 
动 形 或 平行 天 面体 产生 的 点 格 都 是 正 划 点 系 。 由 于 存在 着 不 是 点 
格 的 点 么 ,比如 金刚 石 的 精 构 ,所 以 引进 新 的 正则 点 系 以 推广 点 格 
概念 ,是 有 理由 的 。 
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现在 我 位 求 出 所 有 各 利 不 同 的 正则 点 系 来 。 下 面 将 证 阴 , 只 
须 在 点 格外 再 补充 以 象 金 避 石 那样 的 构造 ,即时 多 个 交 钳 挪动 的 、 
合同 的 而 且 在 硅 行 位 填 的 点 格 和 成 的 图 形 就 够 了 。 中 然 看 来 , 似 
乎 由 上 述 三 个 条 件 规定 的 正 划 点 柔 的 概念 是 这 样 的 一 般 , 以 致 不 
可 能 对 点 系 作 出 一 个 完全 的 几何 分 类 。 甚 实 不 然 ; 这 样 的 分 类 确 
实 可 以 作出 ;这 是 根据 对 上 鳄 系 的 达 合 运 玛 的 研究 。 
一 点 腔 的 达 合 运动 的 全 体 有 两 个 特性 ,这 两 个 特性 可 使 点 系 
的 研究 简化 不 少 。 第 一 ,两 个 相继 的 渤 合 运动 的 结果 是 一 友人 会 运 
动 ;第 二 ,点 儿 中 任 一 迭 合 运动 的 逆 运 动 是 男 一 达 合 运动 。 在 数学 
上 , 几 适 合 这 两 个 条 件 的 任何 变换 的 集合 时 做 变换 群 。 为 了 计算 
上 方便 起 见 , 我 们 把 每 一 变换 标 以 字母 ,如 4, 5 等 等 。a 在 前 5 在 
后 的 相 雁 运动 用 co 代表 。 跟 a 相反 的 运动 用 wo 代表 ,村 叫做 4 
的 着 运 动 。 把 规定 群 的 两 种 性 质 糙 合 起 来 ,得 出 wo 形式 的 变换 。 
这 个 运算 显然 保留 所 有 的 点 不 动 , 但 为 方便 计 ,也 把 它 筑 作 变换 中 
的 一 种 特别 情形 , 称 为 旺 等 变换 或 恒 等 , 用 字母 代表。 e 在 变换 
中 的 作用 中 1 在 数字 生 法 中 的 作用 相等 , 序 4ae=t4=4 永 二 成 
”假如 点 圣 中 任 一 点 在 这 街中 作 所 有 的 提 合 运动 ,如 依照 规定 
正则 点 系 的 第 三 个 性 质 ; 从 这 点 可 得 出 系 中 所 有 的 其 他 各 点 。 另 
一 方面 ,从 和 迭 全 运动 的 定义 又 可 知道 ,点 条 中 没有 一 个 点 可 以 变换 
到 不 属于 本 系 中 的 另 一 点 。 否 则 运动 就 不 会 使 点 系 不 变 。 一 般 地 
说 ,二 点 在 一 已 知 变换 群 之 下 称 为 等 价 的 ,如 果 其 中 的 一 点 可 由 其 
他 一 点 既 过 属于 藤 群 的 一 个 变换 得 到 。 由 此 可 知 , 正 划 点 系 是 由 
在 兴 合 变换 群 之 下 与 一 已 知 点 等 价 的 所有 点 姐 成 的 。 于 是 ,根据 
正 妈 点 系 的 第 二 个 性 质 , 妆 知 在 任 一 有 限 区 域内 ,一 正则 点 系 只 有 
有 限 个 等 价 点 。 一 个 变换 群 , 洛 是 在 任 一 有 孔 的 区 域内 ,对 于 这 个 
变换 群 来 襄 只 有 有 限 个 点 与 一 已 知 点 等 价 , 这 样 的 变换 群 , 时 做 不 


[LS 10] 平面 运动 及 其 合成 ;平面 不 速 炉 运动 群 的 分 类 61 


连 禹 群 。 这 样 说 来 ,一 点 邓 的 达 合 运动 必 作 成 一 不 连续 群 。 或 许 
有 人 认为 ， 可 能 有 不 属于 系 中 的 一 点 , 它 在 有 限 区 域内 , 与 无 穷 多 
的 点 等 价 。 但 是 , 直观 上 容易 看 出 , 也 不 难 严格 证 明 , 如 果 是 这 样 
的 话 ,在 一 有 限 区 域内 将 有 无 穷 多 的 点 与 一 正则 点 系 中 的 一 点 等 
价 , 这 就 引出 子 盾 。 

因此 一 正 若 反 采 的 所 有 的 达 合 运动 群 要 在 平面 和 实 间 的 不 过 
积 运 动 群 中 去 找 ,从 而 所 有 的 正则 点 系 要 在 不 连 炉 的 运动 群 中 跟 
茶 一 态 等 价 的 点 租 中 去 找 。 这 种 办 法 似乎 很 和 汪 回 ,其 实 这 种 办 法 
正 可 以 使 点 系 的 研究 天 为 简化 。 因 为 ,可 以 证 明 , 在 平面 上 或 空间 
里 实质 上 只 有 有 限 个 不 同 的 不 连续 群 。 

如 果 我 们 研究 一 下 在 这 有 限 的 几 种 不 同类 型 的 群 里 与 一 已 知 
. 扩 等 价 的 点 租 ,可 知 规定 点 柔 的 第 二 个 和 第 三 个 性 盾 永 远 适 合 。 
但 是 有 一 些 群 ,它们 产生 的 点 组 不 适合 第 一 个 性 质 ; 所 以 我 们 必须 
把 这 样 的 群 除 掉 。 其 余 的 群 ,而 且 只 有 这 样 的 群 , 才 产 生 正 则 点 
有 系 。 凡 是 可 以 导出 正 划 点 系 的 不 连续 的 运动 群 柄 叫做 和 车 晶体 运动 
群 ,这 是 因为 在 结晶 学 上 这 一 类 的 群 特别 重要 。 

下 一 节 我 们 将 讲 讲 如 何 建立 不 连 炉 群 ,但 只 诗 平 面 的 情形 ;至 
于 罕 半 的 精 形 ,因为 楷 涉 面 太太 , 非 本 书 所 能 谈 及 。 朗 使 是 讲 平 面 
的 不 连 炉 运动 群 ,也 相当 复杂 。 虽 然 如 此 ,我 们 还 要 详 姐 地 研究 一 
番 , 因 为 这 种 研究 的 方法 ,对 于 空间 也 是 很 典型 的 。 
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平面 测 平 面 自身 的 映 象 ,如果 最 后 的 位 置 可 由 初始 的 位 置 猎 
过 违 千 运动 得 测 , 这 里 的 平面 和 为 是 一 个 刚体 ,而 且 平面 上 一 切 点 
所 走 的 路 生还 在 平面 自身 上 , 期 称 为 平面 运动 。 不 过 , 下 面 我 们 寻 
平面 运动 时 ,只 问 起 氨 位 置 而 不 癌 过 程 中 实际 走 过 的 路 线 是 什么 。 
当然 , 可 以 有 种 种 不 同 的 路 线 , 甚至 有 时 离开 了 平面 , 或 者 中 途 变 
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形 而 最 后 又 恢复 原状 了 。 叭 一 的 要 求 是 过 程 的 可 能 性 , 序 要 求 存 
在 如 本 节 开 头 所 说 的 那样 一 个 过 程 。 我 们 的 第 一 个 问题 是 : 对 于 
每 一 答 定 的 平面 运动 , 找 出 最 简单 的 可 能 的 过 程 的 形式 。 

最 简单 的 平面 运动 是 平行 运动 或 称 平移 。 平 移 时 平面 上 各 点 
在 同一 方向 上 移出 同一 距离 ,每 一 直线 平移 后 仍 与 原 直 线 平 行 。 

另 一 个 众所周知 的 平面 运动 是 缠 某 一 点 作 一 定 角 度 的 旋 圭 。 
在 这 里 每 一 直线 旋转 了 同一 角度 全 ,而且 除 去 转动 中 心 外 ,平面 上 
没有 不 动 的 点 

除了 恒 等 运动 外 , 任 一 平面 运动 最 多 有 一 个 不 动 点 。 因 为 假 
如 有 两 点 不 动 , 那 末 除 恒 等 运 动 不 计 外 ,只 有 一 种 可 以 由 刚体 运动 
得 到 的 平面 到 自己 的 变换 ,就 是 平面 秋 二 定点 的 连 绕 旋转 180°。 
这 种 运动 不 包括 在 上 述 的 那 类 运动 之 内 。 宅 不 能 用 上 述 的 那 类 过 
程 得 到 , 因为 它 将 顺 时 针 方 向 旋转 的 圆 变 为 反 时 什 方 向 旋转 的 贺 ; 
我 们 知道 ,根据 连 炉 性 概念 ,平面 运动 是 不 能 掉 转 方向 的 。 从 这 里 
的 言论 ,可知 一 平面 运动 完全 由 两 氮 的 起 氨 位 置 决定 。 因 为 假如 
有 两 种 在 面 运 动 将 两 个 点 变换 成 相同 的 另外 两 点 ,它们 的 差别 只 
能 是 一 个 保留 两 点 不 动 的 平面 运动 , 换 句 话 裔 ,它们 并 无 区 别 。 

任 一 平面 运动 可 单 由 平移 或 单 由 转动 产生 ,此 事 可 使 运动 的 
讨论 异常 简化 。 为 了 证 明 这 名 话 , 设想 有 一 已 知 的 平面 运动 $。? 
为 恒 等 的 显 易 情形 除开 不 谈 , 我 们 可 以 选取 一 点 4, 发 4 变 到 另 
一 点 4。 裔 了 是 线段 44 的 中 点 ,上 则 B 或 者 不 动 ,或 者 变 到 另 一 


4 /74 点 了 对 于 前 一 种 情形 (图 58)， 断言 
2 无 疑 是 对 的 。 因 为 ,在 这 种 情形 下 ,我 
图 58 们 可 以 断定 已 知 的 运动 5 是 糖 了 旋转 


中 对 于 道 过 旋转 中 心 的 直 太 未 襄 ,这 很 最 然 。 对 于 其 他 位 置 的 直线 , 从 下 进 事 
实 可 以 推 知 : 必 有 通过 转动 中 心 与 这 一 直线 平行 的 直线 ,和 任 一 运动 变 平 行 线 为 平行 
六 。 . 
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一 角 严 的 运动 5 。 这 个 运动 把 点 4 和 8B 搬 到 跟 5 相同 的 象 点 和 4 
和 B。 因为 我 们 知道 平面 运动 完 双 由 两 点 和 它们 的 象 点 来 决定 ,所 
以 5 一 定 与 5 相 重合 。 假 车 了 变 到 另 一 点 B', 那 我 们 还 要 区 别 B' 
在 直线 44 上 的 特殊 情形 与 44' 和 BB' 在 不 同 直线 上 的 一 般 情 
形 。 在 第 一 种 情形 下 , B' 是 唯一 决定 的 。 因 为 , 4、.B 之 间 的 距 
离 在 运动 6 中 不 变 , 又 因由 作 图 知道 4B==41B, 所 以 必 有 4'B'= 
4'B。 有 了 这 个 条 件 ,再 加 上 条 件 B'*+B, 就 确 知 了 是 唯一 决定 
的 了 (图 59 ) 。 据 此 我 们 就 可 以 断 
定 2 是 4 到 水 的 平移 ;因为 这 个 下 
移 也 把 8 搬 到 已 知 的 象 点 8'。 现在 
只 消 探 讨 最 后 一 种 情形 了 。 通 过 点 
B 作 .4B 的 重 线 ,过 B' 作 4'B' 的 牌 线 (图 60) 。 根 据 假设 和 作 图 ， 
这 两 条 垂 厂 既 不 平行 又 不 重合 ,所 以 它们 相 
交 于 一 点 开 。 我 们 断 首 : 5 就 是 把 4 搬 到 4 
的 糖 点 1 的 转动 。 要 证 明 这 件 事 必 须 永明 这 
个 转动 也 把 B 湖 到 B'; 这 可 以 从 三 角形 4MB 
、 ”合同 于 三 角形 4' 玫 B' 推 知 。 三 角形 4MBs 
图 60 = 4WNB, 因为 , 在 好 点 上 的 二 直角 相等 : 二 
腰 相 等 。 此 外 三 角形 _ 4.B'MNMs4B1H, 因为 在 B 和 B' 处 的 直角 
相等 ;, 圣 边 4'N 相同 ,又 因为 我 们 上 面 讲 过 4'B'=4B=4'B，。 

如 果 把 平移 当 作 园 线 一 无 穷 远 点 作 中 心 而 转 出 一 0" 角 的 话 ， 
那么 我 们 的 粘 果 在 形式 上 还 可 以 简化 不 少 。 这 样 的 解释 容易 从 直 
观 上 评 实 。 如 果 我 们 亨 想 有 一 条 列 的 转动 ,转角 无 限 焉 小 ,转动 的 
中 心 在 一 定 的 方向 上 趋 于 无 田 远 点 , 闭 么 就 可 以 把 它们 如 此 排列 ， 
“使 得 这 些 转 动 与 一 预先 输 定 的 平移 的 差别 越 来 越 小 ,至 少 在 一 定 
的 有 限 区 域内 是 如 此 。 

应 用 这 种 观念 ,可 知 任 何平 面 和 运动 都 可 以 看 作 是 狼 过 某 一 定 
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角 的 转动 ; 如 为 平移 , 则 转角 等 于 零 。 这 样 说 来 , 两 个 狼 秆 转动 的 
竺 有 果 必 可 用 多 过 某 一 定 角 约 转动 来 代 蔡 。 在 这 方面 ,有 一 个 关于 
性 角 和 的 简单 定理 : 

泛 过 有 角 a 的 转动 与 角 6 的 转动 的 合成 必定 是 炙 过 角 a 十 B 的 
塌 动 。 

事实 上 , 我 们 在 开始 时 就 提 过 ,转角 可 以 用 任意 选 定 的 晶 钱 
的 方向 的 变化 来 上 度量。 在 上 述 新 的 狗 定 下 ,这 个 定理 对 于 年 移 
来 说 也 是 对 的 ,因为 平移 保 皖 方 向 不 变 。 由 此 便 知 定理 是 显然 的 。 
从 这 个 定理 , 可 以 推 知 以 二 不 同 点 为 中 心 、 大 小 相等 、 方 向 相 及 的 
二 转动 永远 产生 一 平移 。 因 为 ,合成 运动 的 角 是 震 , 但 它 又 不 可 能 
是 恒 等 变 换 , 因 为 这 两 个 转动 的 中 心 没有 一 个 是 不 动 的 。 

有 了 了 上述 的 准备 ,我 们 便 可 以 来 谈 平 面 上 的 不 连续 运动 群 。 
现在 可 以 用 很 简单 的 办 法 把 它们 分 类 。 只 须 说 明 , 有 什么 样 的 平 
移 , 以 及 如 有 转动 ,转动 的 角度 和 中 心 是 什么 。 可 以 看 出 , 以 先 研 
究 平 移 为 最 方便 。 因 此 分 作 两 种 情形 : 

1. 群 中 所 有 的 平移 方向 都 平行 。 
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第 工种 情形 也 包括 没有 平移 的 群 。 

要 想 把 每 种 类 型 的 群 再 详 和 分 类 ,我 们 引进 转动 。 凶 分 做 :(1) 
不 包含 转动 的 群 和 (2) 包 合 转动 的 群 。 

一 个 群 除去 可 以 通过 找 出 它 的 转动 和 平移 来 截 别 外 , 还 可 以 
通过 一 种 简单 的 几何 图 形 ,分 基 本 区 域 来 戳 别 。 所 彰 群 的 基本 区 
域 , 是 指 不 含有 一 对 等 价 点 的 任 一 过 通 区 域 ,但 它 不 能 再 行 扩充 而 
不 失掉 这 种 性 质 。 基 本 区 域 不 仅 在 运动 群 中 很 重要 ,就 是 在 所 有 
的 不 速 粮 群 中 也 很 重要 。 在 一 般 的 情形 下 ,要 找 出 一 个 已 葵 群 的 
兴 本 区 域 并 不 是 一 个 简单 的 问题 ,即使 去 证 明 某 一 类 群 的 基本 区 
域 是 否 存在 也 咕 不 容易 。 不 过 对 于 平面 运动 的 不 速 千 铬 来 就 , 却 
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不 难 作 出 它 的 基本 区 域 来 。 可 以 证 明 ,第 工种 情形 的 每 个 基本 区 
域 扩充 到 无 劣 远 ,但 第 工种 情形 的 基本 区 域 则 永远 是 有 限 的 。 

在 未 讲 斑 面 运动 的 基本 区 域 以 前 ,我 们 先 讲 令 后 时 常用 到 的 
在 一 个 群 里 的 转动 和 平移 的 某 些 重要 关系 , 当 作 两 个 引 理 。 

引 理 1， 如 果 在 一 个 群 里 有 转 线 一 点 己 转 过 v 角 的 转动 , 而 
且 Q@ 与 P 等 价 , 划 在 这 个 群 里 还 包含 黎 点 Q@ 转 过 同一 角 a 的 转 
动 。 

永明 由 假发 ,这 个 群 里 必 有 一 运动 5, 使 已 迁移 到 Q; 还 有 
一 转动 d, 线 乙 转动 K 角 。 应 用 上 一 节 所 规定 的 符号 ,考虑 运动 
5-1db, 由 于 群 的 两 个 公理 ,可 知 5-1405 也 必 属 于 这 个 群 。 这 个 运 
动 将 是 作 a 角 的 转动 。 因 为 ,假设 用 6 代表 5 转动 的 角 , 则 根据 转 
角 的 加 法 定理 , 可 知 0-71q2 的 转角 是 一 B+a 十 6 二 a。 转 动 的 中 心 
必 为 8: 因为 @ 估 过 5-! 到 P, 4d 保留 了 不 动 ,P 释 过 5 又 回 到 
Q。 

引 理 2。 如 果 一 个 群 包含 一 个 转 过 a 角 的 转动 和 一 个 平移 所 
它 也 必 包 含 一 个 平移 宪 的 大 小 与 t 的 大 小 相等 ,方向 与 t 的 方 
向 作成 a 角 。 

放 明 命 4 是 群 里 以 a 为 转角 的 转动 ,其 中 心 为 4。 改 4 经 
过 + 变 到 B, 了 汐 过 4 变 到 0 (图 61)。 则 就 是 4 要。 事实 上 ， 
这 个 运动 必 为 群 中 的 一 元 素 , 而 且 必 为 一 平移 , 因 1 
为 按照 加 法 定理 , 它 的 转角 等 于 老 。 下 面 只 剩 下 
证 明 4 挪 到 C 了。 事实 上 ,d-! 保 留 4 不 动 , 4 省 全 
对 + 变 到 B, 有 绝 过 4 变 到 C。 4 “ 

从 这 个 引 理 可 推出 一 个 精 论 :在 第 I 类 的 群 图 61 
里 除了 一 般 地 包含 平移 以 外 ,只 能 包含 组 过 角 的 转动 ,而 无 其 他 
的 转动 。 假如 有 其 他 的 转动 的 话 , 那么 一 个 方向 的 平移 的 存在 势 
将 引起 另 一 个 不 年 行 的 方向 的 斑 移 的 存在 。 
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$ 11.， 有 无 穷 大 基本 区 域 的 平面 不 如 午 运 动 群 
我 们 先 讲 县 简单 的 第 I 类 的 群 。 先 取 不 包 合 转 动 的 子 类 型 T， 
1。 从 任 一 点 4 开始 (图 62) 。 因 为 在 4 的 有 限 距离 内 只 有 有 限 个 
跟 4 等 价 的 点 , 那 末 在 这 些 点 里 必 有 一 个 距 4 最 近 的 点 心 。 距 


zf 4 最 近 的 点 可 能 不 止 一 个 ， 

J NU 了 MA 名 省 机 不 过 这 里 只 要 取 一 个 就 甸 
> 了 。 把 4 搬 到 4 而 属于 群 

图 63 的 运动 4 必 是 一 平移 ， 因 为 


根据 假设 , 群 里 疫 有 转动 。 延 长 线段 441 等 于 原 长 到 4s, 旭 4? 也 
必 与 4 等 价 ， 因为 4 多 过 平移 aa 达到 4>。 同 样 道理 ,在 直线 441 
上 还 有 其 他 与 4 锋 价 的 点 4;，44,…, 它 个 彼此 间 的 距离 相等 ,并 
且 是 由 多 次 将 4 作用 于 4 而 得 到 的 。 同样 在 直线 441 上 4 的 他 
侧 也 有 无 穷 多 的 跟 4 等 价 的 点 4_1， 4_。 …， 它们 是 由 一 次 或 多 
欢 将 o 开 作用 于 4 而 得 到 的 。 现 在 我 们 断 营 ,这 样 就 把 跟 4 等 价 的 
所 有 点 完全 取 尽 了 。 因 为 根据 假 避 ,所 有 的 平移 都 平行 于 44i ,所 
以 所 有 跟 4 等 价 的 点 都 在 直线 441 上。 假定 有 一 个 点 4' 不 是 这 


个 度 里 的 一 个 分 点 ， 则 4 将 为 4 A7 A Aniy 
某 一 线段 4,4w41 的 内 点 (图 68)。 人 3 
这 样 一 来 距离 4,4) 就 要 小 于 4A41。 图 63 


但 是 在 群 里 有 一 平移 将 4, 迁 到 4, 同时 也 就 将 4' 迁 到 跟 4 的 距 
离 小 于 44; 的 另 一 点 4"。 这 就 与 4 的 最 初 取 法 矛盾 ,因为 41 原 
是 距 4 最 近 的 、 跟 4 等 价 的 点 。 
通过 上 面 的 探讨 , 我 们 已 痉 完 全 解决 了 IT, 1 类 型 的 群 ;因为 ， 
我 们 已 经 找到 了 跟 一 已 知 点 等 价 的 所 有 点 ,从 而 也 就 可 以 这 样 地 
述 出 现在 群 里 的 一 切 运动 ;这 些 运 动 便 是 应 用 一 次 或 多 次 的 平 
移 和 :+。 由 此 得 知 所 有 类型 IT, 1 的 群 实 慎 上 都 是 等 同 的 。 
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要 想 作 一 基本 区 域 , 这 很 简单 , 可 以 从 一 条 不 平行 于 44 的 
直线 , 侣 如 从 4.4; 的 垂 缕 开始 ,省 过 平移 <， 这 条 直线 变 为 它 的 平 
行 绕 , 二 在 行 线 觅 的 长 条 区 域 显然 就 是 一 个 基本 区 域 @ (图 63)。 


信 0 
AZ CA 
IAA 了 
AAA 一 . 
ep 和 人 Zk 
和 SS 
SS 2 3 
ZY AAA 
Gp 一 地 
图 64 图 65 


事实 上 ,在 基本 区 域内 部 不 能 有 两 个 等 价 的 点 。 另 一 方面 ,因为 区 
域 边界 上 的 两 条 直线 是 等 价 的 ,所 以 如 果 在 长 条 之 外 再 补 加 一 块 
上 去 ,就 会 使 扩充 后 的 区 域 含有 一 对 等 价 点 。 不 过 ,我 们 还 可 以 随 
意 改 变 基本 区 域 的 形状 ,而 不 破坏 基本 区 域 的 性 质 ,这 只 要 在 长 条 
的 一 面 添上 一 块 , 另 一 面 去 掉 跟 它 等 价 的 一 块 就 行 了 (图 65) 。 基 
本 区 域 的 这 种 变形 方法 不 但 对 于 我 们 今后 要 研究 的 其 他 的 群 适 
用 ; 印 对 于 所 有 的 变换 铬 也 都 适用 。 在 各 种 可 能 的 基本 区 域 中 ,我 
们 时 常 选择 最 简单 的 一 个 。 

如 果 把 平移 a 作用 于 整个 的 基本 区 域 ,结果 就 产生 合同 的 相 
邻 长 条 。 屡 用 此 法 ,就 可 将 整个 的 平面 用 群 里 的 基本 区 域 简单 而 
无 遗漏 地 盖 满 。 一 般 可 以 诈 明 ,对 于 任何 不 速生 变 换 群 ,总 可 以 将 
它 的 基本 区 域 无 重 兴 地 圳 接 起 来 ;而且 中 于 不 留 空隙 。 不 过 它 个 
不 一 定 能 将 平面 盖 满 的 ,在 本 书 最 后 一 章 中 将 会 看 到 这 样 的 例子 
(8$ 36 最 未 一 段 ) 。 


@ 两 条 边界 粮 之 一 ,比如 驯 左 边 的 一 条 ,必须 看 作 是 属 子 基本 区 域 的 , 但 另外 一 
条 不 能 算 进 去 ,否则 或 者 基本 区 域 包含 两 个 等 价 点 ,或 者 它 还 不 足以 作成 一 个 完全 的 
基本 区 域 。. z : 
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群 I, 1 不 产生 正则 点 系 ,这 是 因为 跟 一 定点 等 价 的 各 点 仅 作 

成 一 直线 上 的 点 烈 , 同 正则 点 系 所 规定 的 第 一 个 要 求 不 合 。 
尽管 如 此 ;这 种 群 对 于 正则 点 系 的 研究 不 是 完 至 没有 意义 的 。 
这 是 说 ,如 果 我 们 考虑 包含 在 任意 的 、 不 管 如 何 复 杂 的 不 圳 和 绫 运动 
群 里 的 所 有 平移 的 集合 ,而 这 些 平移 是 下 行 于 群 里 某 一 确定 的 下 
移 的 , 则 这 样 的 平移 的 集合 也 作成 一 个 群 , 因为 群 的 两 个 公理 都 满 
足 。 凡 蚌 包 含 在 一 个 群 内 的 群 都 叫 艇 包含 它 的 群 的 子 群 。 任 何不 
溃 绩 群 的 子 群 显然 也 是 不 圳 炽 的 。 由 此 得 出 这 样 的 结论 :我 们 所 
选择 的 平移 的 集合 , 做 成 一 个 IT, 工 类 型 的 群 , 因此 它 有 上 述 精 构 ， 
而 不 论 母 群 的 构造 为 何 。 这 个 结论 和 类 但 的 结 葵 我 们 以 后 要 时 各 

用 到 。 

现在 我 们 来 讨论 T, 2 中 的 群 , 它 合 有 转动 但 不 合 方 向 不 平行 
的 两 个 平移 。 这 里 我 们 必须 区 别 这 种 群 包含 平 移 或 者 不 包含 平移 
两 种 情形 。 证 我 们 从 较 简 单 的 情形 开始 一 -用 IT, 2, 者 示 没有 
不 移 的 群 。 我 们 断 阁 : 所 有 这 样 的 转动 必 有 共同 的 转动 中 心 。 诈 
明 如 下 ; 假定 有 两 个 转动 a, 3, 各 以 不 同 的 两 点 4, B 作 转动 中 
心 ,那么 烙 所 包含 的 运动 a-10-145, 由 于 转角 的 加 法 定理 ,只 能 是 
术 移 或 者 是 恒 等 。 设 B' 是 在 a 的 作用 下 的 象 (图 66), 旧 B' 与 
B 不 能 重合 ,因为 我 们 假设 B 与 4 不同, 而且 在 转动 时 除了 转动 
中 心 不 动 外 没有 不 动 的 点 。 因 此 假如 B" 是 
4” BB' 在 45 的 作用 下 的 象 , 则 B" 也 与 B' 不 同 。 
下 但 是 很 容易 看 出 ，B' 伙 过 0-15~145 正好 搬 
^′ 到 下。 所 以 or-20-1o8 不 是 恒 等 , 而 是 一 再 

移 ,这 就 跟 群 中 没有 在 移 的 假设 子 盾 。 
设 和 4 是 群 中 的 转动 中 心 (只 有 一 个 ), 设 @ 是 任何 其 他 的 点 。 
则 所 有 与 @ 等 价 的 点 都 在 一 贺 周 上 ,此 图 的 图 心 为 4, 并 旦 通过 @。 
因为 群 是 不 连 积 的 ,所 以 只 能 有 有 限 个 与 @ 等 价 的 点 ,又 因为 群 中 


人 1 有 有 无穷 大 基本 区 域 的 平面 不 圳 粮 去 动 群 69 


图 黎 4 的 任何 转动 把 一 个 等 价 点 变换 到 另 一 个 等 价 点 ， 所 以 这 些 
点 必定 等 距 地 排列 在 一 圆周 上 (图 67) 。 设 @ 是 与 @ 的 两 相 邻 竺 
价 点 之 一 ,并 屋 等 价 点 (包含 @) 的 总 数 为 m, 则 人 QA4Q: 是 群 中 最 
小 的 转角 ,因此 这 个 转角 的 值 必 须 等 于 2 。 群 中 所 有 的 运动 都 是 
图 米 4 怒 过 正 或 负 的 < 的 倍 角 的 转动 , 而 且 仅 有 有 限 个 儿 何 
上 不 同 的 转动 。 类 型 I 2, a 的 分 析 到 此 完毕 。 适 合 于 这 种 类 型 
的 一 个 基本 区 域 是 一 个 角 区 域 , 角 的 顶点 为 4， 大 小 等 于 “(图 
68) 。 基 本 区 域 也 是 无 限 大 的 , 而 且 这 个 群 不 能 产生 正则 点 系 , 因 
为 每 一 点 只 有 有 限 个 等 价 点 ,不 
适合 第 59 页 上 所 规定 的 第 一 个 
条 件 。 


图 67 图 68 

这 个 群 跟 上 面 所 讨 的 平行 妓 一 样 ,对 于 研究 其 他 不 束 炽 平面 
运动 群 有 重要 意义 。 任 何 一 个 不 严 秆 运动 群 如 果 包 合 以 4 为 转动 
中 心 的 一 个 转动 , 则 在 这 群 中 所 有 以 4 为 转动 中 心 的 转动 的 集合 
是 一 个 不 连续 子 群 ， 因而 必 为 1, 2, 0 类 型 的 。 由 此 可 知 ， 所 有 的 
转动 的 转角 必 是 呈 < 形 角 的 异 数 。 这 样 我 们 可 以 拿 整数 作为 
点 4 的 特征 值 ,并 称 4 为 % 次 转动 中 心 。 

在 类 型 的 群 里 只 剩 下 I,2, 6 向 未 解决 ,在 这 个 群 里 有 -- 转 
动 4 和 一 下 移 t, 其 他 所 有 的 平移 都 周 t 平行 。 根 据 第 65 页 上 的 


70 正则 点 腔 [第 二 侣 ] 


引 理 2, 4 的 转角 必 为 和 ,因此 按照 刚才 引入 的 术语 ,在 这 群 里 只 有 
一 次 转动 中 心 。 设 4 是 这 样 的 一 个 点 (图 69) 。 群 里 所 有 的 玉 移 
必然 作成 类 型 T, 1 的 群 。 主 我 们 考虑 在 这 个 子 群 的 运动 之 下 同 
刀 等 价 的 点 列 41,4s,…。 根 据 引 理 1( 第 65 页 ), 所 有 这 些 点 都 是 
一 次 转动 中 心 。 我 们 说 ,除了 这 些 点 之 外 ,线段 4,4i41 的 中 点 Bi 
Bs,… 也 都 是 二 次 转动 中 心 。 因 为 , 设 1 是 把 4 搬 到 4。 的 下 移 ， 
上 再 . 设 他 2 是 围绕 4 和 经过 一 个 史 角 的 转动 |， 则 ta2 把 一 对 点 Aid, 扳 
到 一 对 点 4s41; 因为 1 把 444s 搬 到 424s, 2 把 4s4s 扳 到 A341 。 
因为 图 炎 Bi 转动 x 角 也 把 414s 迁移 到 4s41, 因此 fas 与 这 个 转 
动 是 等 同 的 ,所 以 Bi 就 是 二 次 转动 中 心 。 同 理 , 由 Bi 产生 的 点 
列 , 部 一 切 的 B,, 也 都 是 二 次 转动 中 心 。 但 是 , 除 4 和 B, 诸 点 之 
外 ,再 没有 其 他 的 转动 中 心 了 。 事 实 上 ,假如 和 4 是 44, 中 的 一 个 点 ， 
而 C 是 群 中 不 同 于 4 的 任意 一 个 转动 中 心 (图 70) , 则 C 必 是 二 
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次 转动 中 心 。 设 c 是 线 C 叙 过 7 角 的 转动 , 4 是 绕 4 多 过 角 的 
转动 。 考 虚 运 动 ac。 设 4' 是 4 在 6 之 下 的 象 , 则 0 是 44' 的 中 
点 ;因此 运动 ce 也 把 4 迁 到 4'。 但 依据 转角 的 加 法 定理 ,co 是 一 
平移 ,因此 4 是 在 群 中 的 下 移 之 下 4 的 集 点 之 一 , 换 句 话说 4' 是 
4 4s，… 庄 点 之 一 ;由 于 0 是 44' 的 中 点 ,所 以 必定 是 4 或 也 
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之 一 。 

群 I 2，6 的 分 析 至 此 完毕 。 在 图 69 上 表 出 两 种 的 转动 中 心 
和 一 个 基本 区 域 。 应 鼓 注意 ,没有 一 个 4 可 以 同一 个 了 ,等 价 ， 
因为 在 群 的 每 一 转动 和 平移 下 ,两 种 点 都 只 在 自己 的 点 列 内 活 
动 。 

在 图 69 上 也 未 出 了 儿 个 不 是 转动 中 心 的 等 价 点 ,这些 等 价 点 
作 句 次 状 排 烈 。 因 为 这 些 点 局 腿 在 有 限 寅 度 的 长 条 内 ,它们 在 守 
径 为 > 的 贺 内 的 数目 只 能 技 照 站 径 的 一 次 需求 增加 ,所 以 它们 不 
满足 我 们 前 面 讲 过 的 正则 点 条 的 第 一 个 要 求 。 同 前 面 旗 过 的 两 种 
类 型 的 群 一 样 ,类 型 I, 2，A 的 群 ,它们 的 基本 区 域 也 是 无 益 大 
的 。 

群 里 不 是 恩 动 中 心 的 任何 等 价 点 组 可 以 想象 作 两 列 合 同 而 且 
平行 的 刻度 。 仿 此 ,比较 复杂 的 群 可 以 导致 合同 而 且 平 行 的 点 格 。 
很 明显 ,与 一 点 等 价 的 几 个 不 同 的 列 度 或 者 点 格 的 存在 都 要 以 转 
动 的 存在 为 条 件 。 事 实 上 ,在 上 述 情形 下 , 群 里 的 每 一 转动 把 一 现 
剂 度 变 到 另 一 烈 烈度, 只 有 包含 转动 中 心 的 那 一 列 是 例外 。 

因为 一 个 点 是 各 向 对 称 的 ,不 适 于 用 来 表示 转动 ,所 以 要 表示 
在 粳 动 之 下 与 某 一 图 形 等 价 的 一 切 图 形 ,显然 不 宜 用 点 而 要 用 号 
外 的 简单 的 图 形 。 各 向 不 是 对 称 的 最 简单 的 图 形 是 “ 指 人 对”, 序 带 有 
方向 的 点 。 图 71,4 和 了 表示 了 2, 8 
“的 妊 中 的 等 价 的 指 外。 依照 指针 的 ” ” 。 
起 点 是 一 个 一 般 的 点 或 者 是 一 个 转 A A /A 


动 中 心 , 得 出 两 种 不 同类 型 的 图 形 。 — AA 
从 第 一 种 情形 可 以 特别 看 出 用 指 
人 针 方 法 表示 的 优越 性 :不 同 两 列 图 


的 刻度 用 方向 相反 的 指针 标明 ,同一 询 中 的 指 儒 的 方向 旧部 相 
同 。 
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$12 和 平面 运动 的 结晶 体 群 ,正则 点 系 和 指针 系 。 
以 合同 区 域 组 成 的 平面 千 构 


这 一 节 我 们 来 研究 类 型 开 的 群 , 在 这 种 群 里 包含 两 个 不 平行 
方向 的 在 移 。 类 型 并 的 群 与 类 型 的 群 不 同 的 地 方 , 在 于 前 者 永 
远 产 生 正 则 点 采 , 因 此 , 若 按 照 第 61 页 的 说 法 ,可 以 称 它 们 为 结晶 
体 群 。 类 型 I 的 群 的 基本 区 域 都 是 有 限 的 , 这 与 它们 必然 产生 
正 基点 系 的 性 质 有 关 。 研 究 这 种 群 时 我 们 首先 又 碰 到 于 面 格子 ， 
因为 我 们 前 面 全 经 说 过 ,等 价 的 点 组 或 指针 组 永远 做 成 一 个 格子 
或 由 多 个 合同 而 且 和 平行 的 格子 粗 成 的 图 形 。 

在 第 64 页 上 我 们 褒 过 类 型 II 的 群 也 分 两 类 。 现 在 先 研究 比 
较 简 单 的 、 群 里 包含 两 个 不 下 行 的 平移 而 没有 转动 的 子 类 IT, 1。 
邻 证 明 , 在 这 种 情形 下 与 一 点 等 价 的 各 点 常 作成 一 平面 点 格 。 

为 了 证 明 , 我 们 从 任 一 点 出发, 并 且 从 群 里 选 出 这 样 的 
一 个 寿 移 1, 使 卫 移 到 与 P 最 近 的 一 个 等 价 点 8@ (图 72) 。 如 此 则 
与 t 在 行 的 平移 在 直线 PQ 上 产 
生 一 列 与 等 价 的 刻度 。 由 假 
设 , 还 有 与 PQ 不 平行 的 平移 。 所 
以 还 有 不 在 PQ 上 与 了 等 价 的 另 
外 的 点 ; 诗 我 们 选取 与 最近 的 
这 样 的 一 点 R， 并 设 是 群 中 把 
也 移 汉 及 的 平移 。 那 么 我 们 总 有 
了 PR 宇 PQ。 如 果 S 是 在 二 之 下 
图 72 的 象 点 , 则 PQRS 是 一 平行 四 边 


@ 这 里 研 避 的 理 葵 是 .CC. 器 多 罗 冻 的 , 参看 他 的 GIymerpHy IhpaBnApHFIX 
cHorex huryp, 3acrH MaHepaXorgecroro v6mecTBa 第 二 和 集 , 第 广 XVYIII 期 ,1891 
一 一 俄 训 本 和 米 者 注 。 
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一 一 一 


形 。 很 明显 ,所 有 由 这 个 平行 四 边 形 产 生出 来 的 格子 点 都 等 价 , 因 
为 每 一 点 可 以 由 卫 人 先 施 以 平移 t (或 太 !) ,再 施 以 #( 或 二 ) 各 若干 
次 而 得 到 。 另 一 方面 ,我 们 汤 客 ,这 个 格子 完全 包括 了 所 有 与 了 等 
价 的 点 ,也 就 是 说 , 群 中 所 有 的 斑 移 都 可 以 由 烙 合 t 和 + 得 出 。 假 
如 不 然 , 群 中 将 包含 一 平移 w, 这 平移 卫 到 不 属于 这 个 格子 的 -一 
点 避 。 那 未 格子 中 就 有 与 PQRS 合同 而 且 包 含 DU 的 某 一 平行 四 
动 形 PQ'RS' (图 72)。 于 是 二 三 角形 PQ'B 和 89Q' BR 中 必 有 一 
个 , 比如 组 第 一 个 , 包含 0。 这 样 群 就 有 一 平移 使 已 一 7， 因为 这 
个 丕 移 是 P'~> 卫 和 刀 精 合 的 业 果 。 但 是 这 就 导出 子 盾 , 理由 如 
下 :我 们 知道 PR 之 PQ, 所 以 硕 点 B' 是 三 角形 P'W'B' 中 离 已 最 
远 的 点 。 所 以 P'>U 这 个 于 移 将 比 把 P 移 到 的 平移 为 短 ,也 就 
是 比 把 已 移 到 RR' 的 平移 为 短 。 因 此 平移 P'->0 将 平行 于 t, 而 
U 应 该 在 线段 PR 上。 可 是 这 样 一 来 平移 P'~>U 将 较 t 更 短 ， 
这 跟 t 为 群 里 最 短 的 平移 那 种 选 法 巴 盾 。 假 如 口 在 三 角形 S'Q'R 
内 ,证 法 相同 ,在 这 种 情形 下 只 须 以 再 移 8-> 了 来 代替 P'>U, 便 
得 到 象 上 面 所 说 的 矛盾 。 
现在 我 们 已 绝症 明了 ,在 类 型 I, 1 的 群 中 运动 之 下 , 所 有 等 
价 点 常 作成 一 个 点 格 。 如 果 这 种 群 的 运动 不 是 施用 于 点 而 是 施用 
于 指针 ,那么 就 得 到 由 在 行 的 指针 租 成 的 格子 (图 73)。 
下 面 说 到 最 后 一 种 类 型 I, 2 
的 群 ， 在 这 种 群 里 除了 年 移 之 外 还 
有 转动 。 这 种 情形 可 以 引用 方才 得 
浏 的 结果 。 因 为 ,类 型 开 , 2 的 群 也 
象 类 型 卫 , 1 的 一 样 , 它 包 括 两 个 不 
同方 向 的 平移 , 因而 类 型 工 , 2 群 的 图 73 
所 有 平移 必定 作成 类 型 开 , 工 的 子 群 。 所 以 在 类 型 I, 2 中 与 任 一 
点 等 价 的 庄 点 ,如 只 老 虑 从 卫 瘤 平 移 得 到 的 , 则 它们 作成 一 个 格 
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子 。 群 中 所 有 转动 ,或 者 把 格子 变 到 自己 ,或 者 把 格子 中 的 蘑 一 点 
变 到 不 属于 格子 的 一 点 Q@。 但 是 亚 过 群 中 的 斑 移 , @ 产生 另 一 个 
格子 , 它 与 产生 的 合同 而 且 丕 行 , 同时 新 格子 的 所 有 点 煞 跟 Q 
等 价 ,也 跟 忆 等 价 。 这 个 过 程 显 然 可 以 重复 下 去 ,一 直到 跟 忆 等 价 
的 点 用 完 为 止 。 但 用 这 种 办 法 只 能 得 到 有 限 个 不 同 的 格子 , 否则 
群 便 不 是 不 连续 的 了 。 由 此 可 见 ,类 型 IL 2 中 只 有 数目 相对 地 不 
天 的 几 个 群 ,同时 这 几 个 群 对 应 的 点 系 总 是 由 平行 而 且 合 同 的 格 
子 粗 成 的 。 

我 个 技 照 群 里 的 转角 的 大 小 把 类 型 IT, 2 分光 。 所 有 的 转角 
必须 作 < 的 形状 ,这 里 的 是 一 个 整数 , 因为 以 群 中 的 某 一 点 为 
转动 中 心 的 转动 作成 一 个 IT, 2, a 类 型 
的 不 过 和 续 子 烙 。 规 在 我 个 证明 , 妈 的 
值 除 工 外 只 能 取 2, 8, 4, 6 四 个 值 。 为 
了 证 明 , 我 们 在 群 里 选取 一 个 最 短 的 

图 ?4 平移 t, 设 4 是 群 里 的 次 转动 中 心 
(图 ?并 设 4 葡 过 1 移 到 B。 设 比 4 转 动 了 “一 后 , 了 移 到 某 
一 点 B'。 根据 第 65 页 上 引 理 2 得 知 群 里 也 包含 把 4 搬 到 了 的 一 
个 平移 刀 。 运动 1t 显然 把 B 搬 到 B'。 从 转角 的 加 法 定理 ， 知 
111 是 一 平移 。 因 为 我 们 选择 t 是 最 短 的 平移 ,因此 BB'> 4B。 
所 以 人 B4B -和 > 开 , 于 是 ws6。 下 面 只 要 证 明 n 一 5 时 不 成立 
就 好 了 。 计 明 用 反 永 法 。 假 定 4 是 五 次 转动 中 心 (图 74) 。 届 粒 4 
经 过 转角 2x 4 的 转动 把 了 搬 到 了 '。 这 样 ， 群 里 将 包含 把 4 拘 
到 B" 的 一 个 平移 加。 但 是 因为 平移 tt 显然 把 4 移 到 如 图 所 男 
的 C 处 ,又 因为 距离 4G 比 4B 为 短 ,所 以 群 里 就 将 包含 比 1 更 短 
的 在 移 ,这 跟 二 是 群 里 最 短 的 平移 矛盾 。 


L$§ 12] 下 面 运动 的 烽 则 体 群 ,正则 点 条 和 指针 季 。 以 合 局 区 域 粗 成 的 平面 结构 75 


至 此 我 们 知道 ,类 型 IIL,， 2 的 群 只 能 包含 2, 3, 4, 6 次 的 转动 
中 心 。 设 9 是 这 样 一 个 群 的 最 小 的 转角 , 那么 就 得 到 下 列 四 种 情 
形 : 

Il,2, 0:; p=, 


. 2 
11, 2, B:. 9=, 
IT, 2, 7; w=, 
II, 2, 8 : P 一 宇 


下 面 将 要 看 到 , 每 种 情形 恰恰 对 应 一 个 群 。 

II, 2, ww。 在 这 一 群 里 至 少 有 一 个 二 次 转动 中 心 4。 和 群 里 的 
平移 子 群 把 4 变 到 一 个 格子 中 的 各 点 ,因此 所 有 这 些 点 都 与 4 等 
价 , 而 且 是 二 次 转动 中 心 。 设 4B0D 是 格子 中 的 一 个 母 平 行 四 边 
形 (图 75) 。 现 在 可 以 应 用 前 面 讨论 TI 2, 6 类 的 群 时 的 推理 (第 
69 页 )。 同 样 可 以 得 出 ,每 两 个 格子 点 所 连接 的 线段 的 中 点 也 是 
二 次 转动 中 心 ; 反 之 ,每 个 二 次 
转动 中 心 也 是 这 样 线段 的 中 
点 。 考 外 4B 的 中 点 @, 40 的 
中 点 了 , BC 与 4D 的 中 点 了 了 。 
在 这 儿 个 中 点 里 没有 两 个 是 等 x 
价 的 。 驻 ,方才 说 过 ,这 几 个 中 
点 都 是 二 次 转动 中 心 , 因而 由 图 75 
它们 产生 的 点 格 和 原来 的 点 格 一 起 作成 群 中 的 所 有 的 二 次 转动 中 
心 。 这 样 说 来 ,一 共有 四 种 不 同 的 转动 中 心 。 黎 这 些 点 的 转动 和 
保留 点 格 4B0D 不 弃 的 琅 移 是 群 中 所 有 可 能 的 变换 。 因 为 我 们 
假定 际 控 二 突 转 动 中 心 外 ,再 没有 别 的 转动 中 心 了 。 显 然 可 以 取 
三 角形 4BC 作 基 本 区 域 。 
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图 76 和 7 都 表示 等 价 指针 租 成 的 图 形 ,所 不 同 的 是 ,在 图 76 
中 , 指针 的 起 点 是 一 般 的 点 , 在 图 77 中 指针 的 起 点 是 转动 中 心 。 
在 前 一 种 情 哆 下 ,是 两 个 互相 交错 的 格子 , 宅 们 的 区 别 在 于 指针 的 
方 癌 相反 。 在 后 一 种 情 光 下 , 两 个 格子 重合 为 一 ,因为 对 于 第 一 个 
转动 中 心 各 有 两 个 指针 。 和 如果 所 说 的 不 是 指针 ;而 是 点 , 旭 每 一 个 
图 形 束 示 一 个 正则 点 条 。 但 在 这 时 图 77 的 指针 组 和 图 72 的 一 般 


图 76 图 77 
的 斑 面 点 格 就 没有 什么 区 别 了 。 如 果 我 们 反 过 来 欲求 属于 一 般 点 
格 的 迭 合 运动 群 ,上 划 得 到 的 不 是 工 , 1, 而 是 I, 2, a, 因为 图 75 
的 平行 四 边 形 480D 可 以 任意 选取 , 同时 这 个 斑 行 四 边 形 产生 的 


格子 在 群 的 运动 之 下 总 要 变 到 自己 。 在 这 里 如 用 指针 来 代 禁 点 能 
够 把 不 同 的 情形 区 分 得 更 清楚 一 些 。 

II, 2, B。 按照 题 中 的 假 识 ， -名 -是 群 里 最 小 的 转角 。 现 在 
我 们 断言 :除了 炉 角 士 -学 之 外 ,再 没有 别 的 转角 。 假 如 不 是 这 
样 , 只 有 是 别 种 可 能 的 转角 。 但 是 由 于 转角 的 加 法 定理 , 知道 经 


过 w 角 的 转动 再 加 上 释 过 一 < 芝 角 的 转动 , 将 
得 出 也 角 的 转动 ,这 种 竺 动 是 不 可 能 在 这 个 群 
“ 里 出 现 的 。 这 样 说 来 , 人 群 里 确实 只 有 三 次 转动 


图 48 中 心 。 
生 是 一 个 三 从 转动 中 心 ( 图 78) ,并 设 4->B 是 群 里 最 短 的 


对 


[8 12] ”在 面 运动 的 猪 晶 体 群 ,正则 点 采 和 指针 又 。 以 合同 区 域 粗 成 的 焉 面 烙 构 77 


平移 ， 如 果 五 糖 4 转 了 “之 时 后 到 0, 则 根据 引 理 2, 平移 全 >O 
也 属于 这 个 群 。 对 应 平移 子 群 的 点 格 可 以 由 在 行 四 边 形 4B0D 产 
生 , 因 为 由 于 作 图 ,再 行 四 边 形 办 再 没有 其 他 的 格子 点 。 对 角 线 4D 
分 4B0D 为 一 个 等 边 三 角形 。 因 此 群 的 平移 必定 产生 相当 于 最 
紧密 园 形 堆积 的 点 格 ,让 种 点 格 不 象 类 型 工 , 2, a 中 的 那样 可 以 
任意 选取 (相仿 地 , 在 下 面 的 两 种 类 型 里 我 们 会 看 到 , 由 平移 产生 
的 点 格 也 必须 是 一 种 特殊 的 形式 的 )。 把 4B->40 的 转动 0 和 
4->B 的 于 移 t 结合 起 来 的 必 把 4B 机 到 BD (图 78) 。 因 此 , 运 
动 dt 必 是 这 样 的 一 个 转动 2, 转动 中 心 是 三 角形 4B0 的 中 
点 ,转角 为 “中 。 由 此 可 几 , 是 伏 的 一 个 三 次 转动 中 心 。 其 次 ， 
di 一 地 把 40 经 过 BD 搬 到 D4, 所 以 V' 是 烽 三 角形 40D 的 中 
心太 净 过 < 的 转动 。 由 此 可 见 , 也 是 群 的 一 个 三 坎 转 动 中 
心 。 跟 4 一样 , M 和 克也 产生 点 格 , 点 格 的 所 有 点 都 是 三 次 转动 
中 心 。 现 在 我 们 证 明 ,由 4， 以 ， 产生 的 点 格 包括 了 一 切 可 能 
的 转动 中 心 。 要 证 明 这 人 句 语 , 只 要 证 明 两 个 三 灾 转 动 中 心 ,了 
并 的 距离 不 小 于 4M 印 可 。 很 明显 ,运动 人 -id 是 平移 妃 还 有 ， 
烽 卫 ,了 作 相 等 而 相反 的 转动 , 其 千 果 也 是 一 平移 ,而 且 移出 的 大 
小 对 于 距离 BF 的 比 等 于 在 移 t 的 大 小 对 于 距离 4M 的 比 。 因 为 
按照 假设 , 群 里 的 不 移 不 得 短 于 1, 因此 如 也 就 不 得 短 于 4M。 
于 是 我 们 确实 证 明了 在 群 里 除 
了 4，M，W 所 产生 的 三 再 点 糙 
外 , 再 没有 其 他 的 转动 中 心 。 因 
为 烽 中 心 4 的 炉 动 把 这 三 租 点 格 
中 的 每 一 租 变 到 自己 而 不 是 把 这 
三 租 中 的 一 租 变 到 另 一 租 , 所 以 
4, M,N 不 是 等 价 的 点 。 因 而 类 
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型 本, 2, 6 的 群 有 三 种 不 同 的 转动 中 心 (图 79)。 可 以 看 出 , 每 一 
钥 的 六 都 是 简单 复 盖 平面 的 正六 边 形 租 的 中 心 ;而 和 且 其 他 两 种 转 
动 中 心 交 错 地 落 在 六 边 形 的 顶 反 上 。 因 此 我 们 得 到 用 一 定 的 方式 
相互 克 置 着 的 三 组 正则 六 边 形 。 附带 谣 襄 , 这 个 图 形 可 以 解 穆 为 
石墨 构 形 ( 第 57 页 图 56) 的 三 个 相 邻 层 的 正 投 影 。 

在 图 79 中 , 夫 形 4 以 ND 被 选 作 一 个 基本 区 域 。 在 这 上 张 图 
上 也 指出 了 产生 平移 扎 格 的 那 两 个 下 移 。 

起 氮 不 是 转动 中 心 的 等 价 指 人 针 系 组 成 三 组 钳 综 掩 记 的 格子 ， 
各 以 指针 的 一 定 方向 来 识别 (图 80) 。 这 三 组 格子 的 母 平 行 四 边 
形 没 有 画 出 来 ,免得 把 图 形 弄 得 太 乱 了 。 


图 80 图 81 


如 果 指 对 的 起 扣 是 转动 中 心 , 三 组 把 格 重 合 而 为 一 ;因为 每 一 
扩 必 须 带 有 三 个 指针 。 


IT, 2, y。 在 这 个 群 里 最 小 的 转角 是 于 。 这 样 就 有 二 次 和 
四 区 转动 中 心 。 再 没有 绚 种 转动 中 心 了 。 因为 个 有 的 话 , 应 用 
加 法 定理 , 千 合 -这 的 转动 和 的 转动 , 便 得 出 至 的 转动 ,这 跟 我 
全 假 司 不 能 有 上 比 起 再 小 的 转动 矛盾 。 
以 下 讨论 的 步 岂 ,与 上 面 的 情形 相同 。 改 4 是 任意 的 一 个 四 
中 这 种 毗 连 的 菱形 粗 常见 于 峰 房 的 构造 。 


[$ 12] 下 面 运动 的 烙 唱 体 群 , 正 旭 点 系 和 指针 系 。 以 合同 区 域 粗 成 的 平面 千 构 79 
次 转动 中 心 , 4->B 是 群 里 一 个 最 短 的 平移 (图 82) 。 如 果 把 B 烽 
4 转 过 到 O, 则 平移 4->C 也 在 这 个 群 里 。 所 以 群 的 平移 点 格 


可 由 正方 形 4BOD 产生 ， 因为 这 个 正方 形 的 四 顶 咸 是 将 子 点 ， 而 
此 正方 形 不 包含 其 他 的 格子 
点。 因此 同 .上面 的 情形 一 
样 ,下 移 格 子 不 能 任意 选取 ， 
而 必须 有 一 种 特别 的 对 称 的 
形式 。 如 果 我 们 在 平移 之 
外 ,再 加 上 转角 为 «的 而 非 


部 的 转动 , 则 得 一 子 群 ,这 个 


子 群 必 为 开 , 2, a 类 型 的 。 正 方形 的 中 心 点 , 例如 必 , 边 的 中 点 ， 
例如 六 ,以 及 正方 形 的 四 顶点 ,一 同 作成 子 群 的 全 部 转动 中 心 。 这 
些 点 必定 包括 了 全 群 的 二 欢 中 心 和 四 次 中 心 , 因为 这 些 中 心 都 是 
你 过 xz 角 的 转动 中 心 ,而 这 样 的 中 心 必然 作为 二 次 转动 中 心 而 出 
现在 子 群 中 。 设 4 是 转动 4B->40, t 是 平移 4>B, 则 4'=dt 当 


然 把 4B 迁 到 BD, 因而 是 粮 用 弥 过 亏 的 转动 。 所 以 所 有 正方 


形 的 必 不 仅 是 二 次 的 转动 中 心 ,也 是 四 次 的 转动 中 心 。 现 在 我 们 
可 以 仿照 上 面 情形 的 同样 理由 ,断定 再 没有 别 的 四 次 转动 中 心 了 。 
事 灾 上 , d-ld' 印 是 群 里 最 短 的 平移 因此 两 个 四 次 转动 中 心 的 
距离 不 能 小 于 4 下, 所 以 除了 由 4 和 收 产 生 的 两 种 的 格子 点 外 ， 
再 没有 别 的 四 次 转动 中 心 。 因 为 我 们 考虑 过 的 每 一 运动 都 将 这 两 
个 格子 变 汉 自己 ,而 不 是 彼此 转变 , 4 和 了 不 能 等 价 。 另 一 方面 ， 
可 以 看 到 ,所 有 的 二 次 转动 中 心 都 是 等 价 的 。 这 样 说 来 ,有 一 种 二 
次 炉 动 中 心 , 租 成 交错 排列 的 两 个 正方 形 格 子 , 有 两 种 四 次 转动 中 
心 ,每 种 租 成 一 个 正方 形 格子 。 三 角形 4MB 可 以 选 作 一 个 基本 
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区 域 。 
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一 般 的 扣 的 指针 系 是 由 四 个 正方 形 格子 各 成 的 ,每 一 个 由 一 
定 的 指针 方向 来 识别 (图 83)。 一 个 二 次 的 台 动 中 心 产生 两 个 格 


ke 


本 
a 


~、 


子 ,其 指针 的 方向 不 同 (图 84) 。 一 
个 四 次 转动 中 心 产生 唯一 的 格子 
(图 85) 。 如 果 箭 头 象 图 85 那样 地 
两 两 相对 , 则 图 形 可 以 解释 作 平面 
上 同类 的 四 价 原子 的 正则 排列 。 

II, 2, 6。 在 这 种 情形 下 , 转 
动 种 类 最 多 。 因 为 这 里 既然 有 六 次 
转动 中 心 , 所 以 二 次 和 三 次 的 也 可 
能 出 现 。 但 是 四 次 的 是 不 许可 的 。 
因为 , 如 果 群 里 包含 志和 亏 的 起 
动 , 当然 也 包含 主 的 转动 , 但 是 这 
种 转角 不 可 能 在 任何 平面 结晶 体 运 
动 群 里 出 现 。 

设 4 是 群 里 的 一 个 六 次 转动 中 
心 (图 86) 。 首先 我 们 考虑 由 在 移 
和 称 过 “ 芝 角 的 转动 租 成 的 子 群 。 
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[8$ 12] 平面 运动 的 车 晶体 群 , 于 划 点 条 和 指 全 有 深 。 己 合同 区 域 组 成 的 平面 8 


这 个 子 群 的 构造 我 们 在 也 , 2, 8 里 已 经 见 过 了 。 我 们 知道 4 是 子 
群 里 的 三 次 转 动 中 心 。 这 个 子 群 的 平移 格子 是 等 边 三 角形 形状 
的 , 而 且 不 仅 三 角形 的 顶点 , 比如 4, 8, 0 是 三 次 转动 中 心 , 还 
有 三 角形 的 中 心 , 比 如 开 , 也 是 三 砍 转动 中 心 。 因 为 子 群 里 已 经 包 
括 了 母 群 里 的 所 有 平移 ,所 以 母 群 里 的 平移 格子 与 子 群 里 的 相同 。 
但 是 在 母 群 里 ， 4 是 六 次 的 ,而 不 是 三 次 的 粮 动 中 心 ,所 以 由 4 产 
生 的 所 有 的 格子 点 也 必 是 六 次 转动 中 心 。 假 如 群 里 还 有 其 他 的 六 
次 转动 中 心 ,它们 只 能 是 某 些 三 角形 的 中 心 ,因为 所 有 的 六 次 转动 
中 心 必定 已 如 在 子 群 里 作为 三 次 转动 中 心 考虑 过 了 。 因 为 炎 4 坦 
动 和 句 C 转动 - 5 ， 千 果 是 平移 4->B， 双 因为 群 里 没有 上 比 
这 更 小 的 平移 ,因此 两 个 去 坎 轩 动 中 心 的 距离 不 得 小 于 4C， 所 以 
除了 由 4 点 产生 的 格子 点 外 , 不 存在 其 他 的 天 坎 转 动 中 心 。 这 样 
说 来 , 三 角形 的 中 心 仅 是 三 次 转动 中 心 。 群 里 再 没有 别 的 三 次 转 
动 中 心 ,因为 所 有 的 三 次 转动 中 心 都 已 在 子 群星 考虑 过 了 。 跟 11， 
2, 6 的 情形 不 同 ， 所 有 的 三 区 转动 中 心 都 等 价 。 比 如 点 用, 可 以 
米 卫 转动 到 N。 

要 想 找 出 所 有 的 二 次 中 心 ,我 们 用 相同 的 办 法 : 若 虑 由 平移 和 
约 过 r 角 的 转动 粗 成 的 子 群 。 由 情形 工 , 2, 4 的 讨论 可 知 , 格子 
的 各 个 基本 平行 四 边 形 的 顶点 、 它们 的 中 心 、 各 边 的 中 点 , 亦 即 所 
有 等 边 三 角形 各 过 的 中 点 ,都 是 夭 过 zx 角 的 转动 中 心 。 三 角形 的 
顶点 已 经 作为 坟 坎 转动 中 心 用 过 了 。 因 此 只 剩 下 作为 二 次 转动 中 
心 的 三 角形 各 边 的 中 点 。 我 们 知道 它们 是 等 价 的 。 这 样 说 来 , 二 
次 三次、 六 次 转动 中 心 各 有 一 种 。4MB 是 群 的 一 个 基本 区 域 。 

一 般 位 置 的 指针 系 是 由 六 个 彼此 交错 的 格子 和 成 的 , 每 个 格 
子 的 指针 各 有 一 定 的 方 同 。 在 图 87 中 ,每 一 个 格子 由 三 个 一 各 的 
玉 行 指针 表示 ,各 碍 指针 的 起 点 是 一 等 边 三 角形 的 质点。 如 果 从 一 

个 二 次 转动 中 心 出 发 (图 88) ,其 格子 两 两 重合 ,成 为 三 个 格子 。 这 
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图 87 图 88 
种 图 形 代 玫 平面 上 一 类 六 价 和 一 类 二 价 的 两 类 原子 相 结 合 的 可 能 
的 正则 排列 。 把 所 有 的 指针 转 过 亏 , 竺 到 二 价 和 三 价 原子 结合 的 


排列 。 三 次 转动 中 心 产生 的 指针 系 由 两 个 格子 组 成 (图 89 ) 。 若 指 
针 的 方向 如 图 所 示 , 那 末 ， 图 形 束 示 三 价 和 六 价 的 原子 排列 。 pa 


从 TAN 


图 89 图 90 
转动 中 心 产 生 的 指针 系 只 做 成 一 个 格子 《图 90 )。 者 指 计 的 方向 
如 图 所 示 , 图 形 可 以 解释 作 同 类 的 六 价 原子 在 一 平面 上 的 正则 排 
刚 。 | 

到 此 为 止 , 我 们 已 经 完全 解决 了 8$9 中 所 提出 的 问题 。 我 们 已 
经 造 出 了 年 面 上 所 有 可 能 的 结 品 体 运动 群 ,从 而 知道 这 样 的 群 只 
有 五 种 。 最 一 般 的 正则 所 系 和 指针 系 是 应 用 这 些 群 于 一 般 位 置 的 
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点 而 得 到 的 。 事 实 上 ,对 于 复杂 的 群 来 说 是 由 转动 中 心 租 成 的 点 
系 ; 如 以 简单 的 群 作 基础 , 可 以 化 为 一 般 位 置 的 点 系 。 与 此 相反 ， 
以 转动 中 心 为 起 点 的 指针 系 产生 新 的 构 形 。 

解决 了 上 述 问题 ,同时 也 就 解决 了 另 一 有 关 间 题 , 即 求 出 用 各 
种 不 同 的 方式 把 斑 面 分 成 合同 的 有 限 的 片段 ,使 适合 条 件 : 整 个 构 
造 在 一 个 达 合 运动 之 下 不 变 , 并 且 总 有 一 个 迭 合 运动 使 任 一 已 葵 
片段 搬 到 任 一 别 的 片段 。 这 些 兴 合 运动 的 群 必 是 不 连续 的 , 因此 
必 是 结晶 体 群 ,因为 在 一 图 办 片段 的 数目 按 征 径 的 平方 增加 到 无 
益 。 所 以 只 有 两 种 可 能 性 ,或 者 除去 恒 等 运动 外 没有 达 合 运动 保持 
一 个 片段 不 变 , 在 这 种 情形 下 , 这 个 片段 就 是 一 个 基本 区 域 ;或 者 
有 一 些 片段 它们 在 一 个 达 合 运动 之 下 不 变 。 在 这 种 情形 下 , 这 一 
类 的 一 切 运 动作 成 一 个 不 连续 的 子 群 ;而 且 显 然 这 个 子 群 不 含 任 
何平 移 ,因而 是 由 糕 一 固定 点 的 多 个 畦 动 组 成 的 (因此 这 个 子 群 的 
类 型 应 为 I，2, a) 。 在 这 种 情形 下 , 各 个 片段 具有 中 心 对 称 性 , 而 
昌都 是 由 许多 基本 区 域 租 成 的 。 由 合同 的 正六 边 形 或 者 正方 形 拼 
成 的 焉 面 是 这 种 情形 的 例子 。 这 种 排列 方式 常用 来 拼 砌 花 碎 地 
板 。 

另外 一 个 比较 难 的 “ 拼 夺 " 辣 题 是 :要 找 用 合同 的 有 限 的 碎 铺 
满 平 面 的 可 能 千 构 ,但 不 要 求 这 结构 有 达 合 运动 。 
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在 空间 , 也 象 在 平面 上 一 样 , 只 有 有 限 个 结晶 体 运动 群 , 但 在 
数量 上 空 闻 的 比 平面 的 多 得 多 。 要 想 决 定 空间 有 哪些 群 , 我 们 也 
象 以 前 一 样 , 先 用 几何 方法 来 鉴别 个 别 的 运动 。 在 空间 ,也 可 以 用 
上 比较 简单 的 运动 来 代 禁 复杂 的 运动 。 首 先 可 以 证 明 , 安 间 保 和 留 一 
定点 不 动 的 任何 运动 也 保留 通过 这 一 点 的 一 条 直线 上 所 有 点 不 
动 , 因 而 它 就 是 以 这 条 直线 为 轴 的 释 过 一 定 角 的 转动 。 罕 加 的 运 
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动 也 可 以 是 一 个 不 动 点 也 没有 的 ,和 锣 如 丰 移 就 是 一 例 。 

可 以 证 明 ; 空间 任意 的 运动 可 以 看 作 是 一 定 的 转动 和 沿 转 动 
轴 的 一 定 的 平移 二 者 合成 的 运动 ;单独 的 转动 或 琅 移 也 可 以 滞 作 
“是 这 样 两 部 分 合成 的 运动 ,不 过 有 一 个 部 分 是 恒 等 喷 了 。 如 果 我 
们 把 一 般 运 动 中 的 平移 和 转动 看 作 是 局 时 进行 并 且 都 是 匀速 的 ， 
则 得 一 螺旋 状 的 推进 转动 。 正 因为 这 个 原故 ;, 空 关 的 一 般 运 动 也 
中 做 螺旋 运动 ,转动 和 丕 移 是 它 的 极限 情形 。 此 外 , 跟 琅 面 丕 移 的 
情形 一 样 , 平移 可 看 作 转 绕 无 穷 远 点 经 过 雾 角 的 转动 ,这 样 能 使 半 
题 简单 化 。 

空间 两 个 螺旋 运动 的 合成 运动 没有 象 平面 上 那样 简单 而 一 般 
的 转角 加 法 定理 。 但 是 也 有 两 个 对 于 特殊 情形 成 立 的 定理 , 足够 
研究 空间 结晶 体 之 用 :第 一 ,两 个 平移 的 合成 还 是 一 下 移 ;第 二 , 旋 
灶 轴 于 行 和 转角 相等 的 二 蝶 旋 运动 只 相差 一 个 平移 。 这 里 所 说 的 
螺旋 运动 的 转角 是 指 螺旋 运动 所 包含 那个 转动 的 转角 。 

根据 上 济 第 一 个 定理 ,可知 空间 的 平移 运动 群 必 作成 一 子 群 。 
同和 于 面 上 的 一 样 ,这 个 子 群 的 结构 决定 空间 不 连 灶 运 动 群 是 否 为 
结晶 体 群 , 序 是 和 否 产生 空间 正则 点 系 。 因 为 ,如 果 群 的 所 有 在 移 都 
与 一 个 定 平面 平行 , 群 里 必 有 无 穷 大 的 基本 区 域 ,因此 不 产生 正则 
点 系 。 另 一 方面 ;如 果 焉 移 群 包含 兰 个 平移 ,而 三 个 平移 的 方向 不 
都 与 一 个 定 平 面 平行 , 则 它 是 一 结晶 体 群 。 在 这 种 情形 下 ,平移 子 
群 里 与 一 点 卫 等 价 的 诸 点 , 必 作 成 一 个 空间 格子 。 如 果 除 此 之 外 ， 
群 里 还 有 一 个 螺旋 运动 ,把 P 移 到 不 是 格子 点 的 另 一 点 Q, 则 笠 
移 子 群 把 Q 移 到 与 已 和 @ 等 价 的 男 一 个 幅 点 格 。 由 于 和 群 是 不 加 
炽 的 ,所 以 用 这 种 办 法 得 到 的 格子 数目 总 归 有 限 , 也 象 在 平面 上 
一 样 ,这 个 限制 使 我 们 能 够 逐一 检查 所 有 可 能 的 情形 。 井 且 我 仙 
能 看 到 ,空间 的 正则 点 系 都 是 由 有 限 个 合同 的 、 交 错 而 平行 排列 的 
格子 组 成 的 。 以 前 便 亚 看 到 过 这 样 的 一 个 例子 ,这 就 是 在 四 面体 
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堆积 中 的 球 心 系 。 

由 上 壕 第 二 定理 ( 印 关 于 具有 平行 灿 的 二 螺旋 运动 ) 可 以 得 出 
将 一 个 非 焉 移 群 里 的 运动 加 以 分 类 的 一 个 重要 的 几何 办 法 。 为 
此 ,我 们 在 空间 任 取 一 点 M。 对 群 里 每 一 螺旋 运动 , 通过 用 作 
一 直线 oo 平行 于 它 的 轴 w。 这 样 一 来 , 对 于 群 里 禾 轴 4 的 任何 螺 
旋 运 动 ,总 有 烧 轴 we 的 转动 so。 和 它 对 应 , 宅 们 的 转角 相同 。 因 
此 s 和 so 只 能 相差 一 菠 移 。 用 这 种 方法 可 使 群 GF 里 任何 非 平 移 
运动 都 有 保留 点 杂 不 动 的 另 一 运动 和 它 对 应 。 要 使 对 应 完 会 ,再 
让 恒 等 变换 对 应 G 里 的 所 有 平移 。 这 样 , 群 G 就 对 应 保留 点 对 
不 动 的 运动 组 Gu 。 我 们 断言 ，Gtr 是 一 群 。 为 了 证 明 ， 设 so。 入 
分 别 是 与 G 里 螺旋 运动 * 和 上 对 应 的 Gu 里 的 转动 。 根 据 具有 在 
行 埋 的 螺旋 运动 定理 可 知 soto 不 是 别 的 , 正 是 Gyr 里 和 稍 对 应 的 
转动 。 于 是 运动 组 Gy 事实 上 满足 下 面 的 群 的 两 个 公理 : 如 果 光 
包 合 输 动 % 和 加 , 定 也 包含 soto 和 8。 

群 Gu 的 千 构 不 能 唯一 地 决定 G, 也 就 是 脱 , 它 没 有 告 镶 我 们 
群 G 里 下 移 的 任何 东西 。 上 比如 ,单独 由 平移 粗 成 的 一 切 群 G 对 应 
仅 由 恒 等 变 换 粗 成 的 同一 个 妖 Gv。 因 此 Gi 代表 相差 只 是 一 些 
平移 的 一 组 群 。 我 们 把 可 以 化 归 同 一 个 群 Gu 的 所 有 空间 运动 群 
称 为 空间 运动 群 的 一 个 类 。 如 果 这 类 包含 一 周 晶体 群 , 则 宅 叫 做 
结晶体 类 。 这 个 概念 对 于 应 用 结晶 学 和 空间 群 的 几何 分 类 都 很 重 
要 。 因 为 ,首先 作出 一 切 可 能 的 结晶 体 类 ,然后 在 每 一 类 中 找 出 它 
所 包含 的 群 ,总 要 容易 得 多 。 

因为 Gi 的 所 有 的 运动 都 保留 歼 不 动 , 它 个 也 应 该 把 以 为 
中 心 的 球面 变 到 它 自己 ,因此 Gy 可 以 看 作 球面 上 的 运动 群 。 有 
一 个 定理 说 , 洪 8 是 不 连 积 群 , G1 也 一 定 是 不 连续 群 。 应 用 这 个 
定理 ,可 使 我 们 的 讨论 简化 不 少 。G 的 不 连 秆 性 和 0 的 不 巡 秆 
性 有 完全 不 同 的 意义 ,所 以 这 个 定理 并 不 是 自明 的 。 不 过 如 果 荐 
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粘 晶体 群 ,就 容易 由 相当 的 平移 格子 着 手 证 明 。 这 一 证 明 姑 从 略 。 
根据 上 面 的 结果 ,可知 要 想 找 出 空间 运动 群 的 所 有 的 结晶 体 
类 ,只 须 讨 论 球面 上 的 不 连 积 运 动 群 序 可 。 这 里 还 有 一 种 简化 的 
办 法 。 正 象 在 平面 上 一 样 , 空 肖 的 千 晶 体 运 动 群 除了 转角 为 r， 
等， 本 ,至 的 倍 角 的 转动 外 ,没有 其 他 的 转动 。 从 这 个 结论 得 知 ， 
正 象 在 平面 上 只 有 二 次 三 次 .四 次 和 天 次 转动 中 心 一 样 , 空间 的 
结晶体 运 动 群 只 有 二 次 .三 灵 、 四 次 和 坟 次 的 轴 ( 用 相仿 的 术语 ) 。 
这 个 精 果 对 于 结晶 体 类 的 群 Gx 也 一 定 成 立 。 根 据 这 个 限制 ,只 能 
有 十 一 类 的 车 晶体 。 乏 一 列举 如 下 : 
首先 ,我 们 看 在 Gx 中 只 有 一 根 轴 , 而 且 是 % 次 轴 的 情形 。 这 
样 的 辕 唱 体 类 在 辕 晶 学 中 称 为 0.。C, 共有 五 个 (图 91) : 
”1 01 ( 恒 等 , 丕 移 群 类 )， 
0, 
Cs， 
Os, 
Os。 
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图 9 
现在 假定 有 多 个 辅 ,其 中 最 多 有 一 个 是 大 于 二 次 的 轴 。 我 们 
8 定 这 个 次 轴 (n>2) 为 “主轴 ?一 坎 轴 为 "一 轴 "。 那 么 容易 从 
群 的 公理 推出 恰好 有 呈 个 副 轴 ,这 盖 个 副 加 都 与 主轴 垂直 ,而 且 倒 


[8 13] 空间 糙 晶 体 类 及 运动 群 。 馆 面 对 称 群 和 点 对 87 


此 作成 等 角 。 其 对 应 的 群 和 类 用 D; 标明 (二 面 的 群 或 类 ); 一 共 
有 四 类 : 

6. D3 个 等 价 轴 )， 

7. Ds, 

8. Ds, 

9. D6, 

其 次 ,容易 看 出 ,在 %=3 的 情形 下 所 有 的 副 轴 都 等 价 ,但 在 其 
余 的 情形 下 ,这 些 轴 交错 地 属于 两 类 等 价 轴 里 。 


上 二 


4 
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图 93 

还 留 下 一 种 可 能 情形 ,就 是 大 于 二 次 的 加 可 能 不 止 一 个 。 在 
这 种 情形 下 , 详 灵 地 研究 后 可 以 证 明 , 在 球面 上 的 阁 等 价 点 必 是 正 
四 面体 的 顶点 (7) 或 是 正义 面 体 的 顶点 (0) 。 从 这 两 个 多 面体 的 
对 称 性 自然 就 得 出 各 轴 的 排列 情形 。 连 接 球 心 和 各 顶点 ,各 楼 的 
顶点 、 各 面 的 中 心 就 得 到 所 有 的 轴 。 因 此 ,四 面体 产生 类 ; 

10. 全 (图 93) 。 

速 接 球 心 和 正四 面体 的 一 个 顶点 的 直线 必 过 对 面 的 中 心 。 因 
为 对 面 是 等 边 三 角形 ,而 每 个 顶点 处 有 三 个 面相 交 ， 所 以 我 们 得 到 
四 个 三 次 轴 。 其 次 ,我 们 将 六 个 楼 的 中 点 和 球 的 中 心 束 以 直 栈 , 旭 
得 潭 三 条 直 粳 ,而 不 是 六 条 。 因 为 各 楼 的 中 点 是 万 对 地 在 一 直径 
上 。 因 为 四 面体 能 够 以 这 几 根 直 线 为 轴 转 动 使 与 自己 重合 , 它们 
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必定 是 二 次 轴 。 这 样 类 了 里 有 三 个 二 次 轴 , 并 有 这些 轴 相互 重 直 。 

要 想 作出 球面 上 的 一 个 基本 区 域 ,我 们 先 从 和 正四 面体 的 一 
个 面 对 应 的 球面 三 角形 开始 。 因 为 这 样 的 三 角形 可 入 三 欢 轴 使 与 
自己 重合 ,所 以 它 不 是 一 个 基本 区 域 。 但 是 显然 这 个 三 角形 可 以 
分 成 三 个 基本 区 域 (图 93)， 


图 93 


最 后 一 类 : 

i1. 0( 图 94) 
的 研究 方法 与 前 同 。 信 面体 的 六 个 顶点 两 两 速成 一 直径 , 每 个 顶 
点 处 有 四 个 面相 温 , 因 此 我 们 得 到 三 个 四 次 轴 。 相 仿 地 ,入 面体 的 
作 个 面 两 两 相对 ,而 且 每 个 面 都 是 等 边 三 角形 ,因此 它们 产生 四 个 
三 次 帽 。 最 后 , 人 面体 有 十 二 个 楼 , 它们 也 是 两 两 相对 , 所 以 类 0 
里 有 六 个 二 次 炳 。 至 于 基本 区 域 可 以 取 和 六 面体 一 个 面 对 应 的 球 


面 三 角形 的 三 分 之 一 (图 94)， 
从 上 面 作出 的 十 一 类 可 导出 65 个 空 疝 的 车 虹 体 运动 群 。 这 
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样 看 来 ,只 因 有 了 类 的 区 分 , 才 使 如 此 繁多 的 群 的 研究 大 为 简化 ， 
本 来 也 可 以 把 类 的 概念 同样 用 到 本 面 上 的 结晶 运动 群 中 去 。 这 就 
得 到 在 加 周 上 不 束 积 的 运动 群 ,其 中 包括 于 这 动 和 转角 为 x 
小， 各, 人 的 转动 。 因 此 一 共 只 有 泊 类 , 每 类 只 有 一 个 结晶 体 运 
动 群 。 人 好 

同 玉 面 的 情形 一 样 ,空间 的 千 蝇 体 运动 群 产 生 正则 点 系 , 而 入 
它们 也 可 联系 这 个 间 题 :就 把 宏 间 划分 万 合同 的 有 限 的 片段 ,这 些 
片段 中 的 任意 一 个 可 在 迭 合 运动 下 与 其 他 任 一 片段 重合 。 这 个 天 
题 直 到 现在 还 没有 解决 。 

为 了 精品 化 学 上 的 用 途 , 不 仅 要 考虑 点 系 , 也 要 考虑 指针 系 ， 
这 才 方 便 。 不 过 在 容 间 ,一 个 点 只 带 一 个 指针 是 不 够 的 ,因为 图 形 
还 可 乌 缮 着 指针 转动 。 要 想得到 有 完全 确定 的 定向 的 图 形 , 须 使 
一 点 还 不 同 长 度 和 不 同方 向 的 两 个 指针 才 行 。 

把 存在 于 自然 界 的 不 同业 晶体 的 结构 和 所 有 用 几何 方法 作出 
的 指 公 系 加 以 比较 ,得 到 惊人 的 结果 。 自 然 用 尽 了 用 几何 方法 作 
出 的 一 切 储备 还 不 名, 还 存在 大 量 的 硅 晶体 千 构 ,不 属于 正则 点 采 
概念 的 范 园 内 ,虽然 所 有 的 元 素 也 都 是 等 价 的 。 原 因 是 这 样 :我 们 
规定 正则 点 条 时 用 来 吉明 所 有 点 都 等 价 的 第 三 个 性 盾 是 说 , 条 中 
的 任何 点 可 以 通过 泛 合 运动 疹 到 系 中 的 任何 另 一 点 。 车 在 达 合 变 
换 之 外 再 允 讲 狗 面 反射 ,还 可 以 导出 更 一 般 的 点 条 的 概念 。 所 谓 
钥 面 反射 ,在 平面 上 是 对 于 一 直线 求 讨 的 ,在 空间 是 对 于 一 平面 来 
玄 的 。 这 两 个 更 一 般 的 变换 也 保持 距离 和 和 角 痢 不 变 ,不 过 把 左右 
的 部 分 对 调 了 一 下 ,还 有 空间 的 镜面 反 射 不 能 由 过 积 运动 产生 。 
如 果 渤 合 变换 一 性 系 指 包 括 保持 距 宛 和 角 不 变 的 所 有 的 空间 变 
痪 ,那么 碗 合 变换 的 不 速 种 群 作成 的 集合 ,不 仅 包括 不 速 檀 运动 
群 , 也 包括 许多 别 的 群 。 这 些 更 一 般 的 群 也 已 灼 完 全 确定 出 来 。 
任何 一 群 所 包括 的 其 运动 (也 就 是 没有 镜面 反射 的 变换 ) 必 作成 一 
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子 群 ,这 个 事实 可 使 群 的 讨论 简化 。 这 种 子 群 的 类 型 可 以 用 从 前 
计 过 的 办 法 来 决定 。 将 平面 或 空间 的 车 品 体 运动 群 分 成 类 的 办 法 
也 可 以 扩充 到 包含 镜面 反射 的 群 。 象 具有 于 行 轴 和 相等 转角 的 二 
螺旋 运动 一 样 , 对 于 平行 平面 或 平行 直线 的 二 侍 面 反射 也 只 
平移 。 现 在 把 用 这 种 办 法 得 到 的 群 和 类 的 数目 写成 下 下: 


唯 有 加 入 镜面 反射 之 后 二 能 完全 概括 自然 界 中 存在 的 各 式 各 
样 千 晶体 构造 。 

至 于 癌 到 指针 系 ,无 论 在 平面 上 或 在 空间 都 须 各 加 一 指针 ; 因 
为 在 平面 上 一 个 指针 在 对 于 写 的 雁 线 上 所 作 的 侵 面 反射 下 不 变 ， 
同样 ,在 空 关 里 由 两 个 不 等 长 的 指 任 构 成 的 图 形 在 对 于 二 指针 的 
在 面 所 作 的 位 面 反射 下 也 不 变 。 因 此 在 空间 我 们 必须 使 用 带 有 不 
全 在 一 平面 上 的 三 个 不 等 长 的 指针 的 点 子 。 

如 不 用 几何 方法 ,也 可 以 用 代数 方法 去 找 迭 合 变换 的 不 连 积 
群 。 在 平面 的 情形 下 , 这 种 方法 导致 复数 之 间 值 得 注意 的 关系 ;在 
空间 就 要 用 到 超 复数 系 。 

把 现在 的 讨论 推广 到 高 维 安 章 里 去 其 一 个 很 有 趣 的 问题 。 关 
于 高 礁 球 在 洗 合 变换 下 的 不 回炉 群 已 灵 得 到 一 些 结 果 , 因 为 在 任 
意 空 间 关 于 正 多 面体 的 类 似 情 形 已 经 知 首 了。 这些 高 稚 的 图 形 我 
们 在 下 一 章 还 要 评 一 下 。 另外 上 比 伯 巴 哈 (Bieperbaeh) 角 炙 证 明 ， 
对 任意 的 mw, 仅 有 有 限 个 多 蕉 结晶 体 群 ,而 且 每 个 这 样 的 群 包含 
个 线性 无 关 的 平移 。 
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$14.， 正 多 面体 


在 建立 结晶 体 的 种 类 时 前 称 引 出 了 正四 面体 和 正信 面体。 现 
在 要 烙 一 般 的 正 多 面体 下 个 定义 ,并 且 还 要 找 出 在 正四 面体 种 正 
从 面体 之 外 还 有 哪些 可 能 的 正 多 面体 。 

我 们 对 正 多 面体 有 如 下 要 求 : 它 的 所 有 的 页 点 、 楼 、 和 面 都 各 
自 等 价 。 此 外 ,还 要 求 所 有 的 面 都 是 正 多 边 形 。 

首先 ,我 们 知道 ,适合 上 述 二 条 件 的 正 多 边 形 没有 陷 大 的 顶点 
或 楼 。 因 为 ,显然 不 可 能 所 有 的 顶点 都 是 陷入 的 ,假如 有 任何 陷入 
的 顶点 , 划 并 不 是 所 有 的 项 点 都 等 价 ; 对 于 楼 也 是 一 料 。 由 此 可 
见 , 每 一 硕 点 上 的 斑 面 角 之 和 永远 小 于 2r。 因 为 不 然 的 话 , 车 不 
是 交 于 一 个 顶点 的 所 有 的 面 将 落 在 同一 平面 上 ,就 是 以 顶点 为 端 
点 的 某 些 楼 将 陷入 。 其 次 ,因为 一 硕 点 上 至 少 要 有 三 个 多 边 形 相 
遇 , 又 因为 所 襄 是 正 多 面体 , 所 以 所 有 的 多 边 形 的 内 角 都 相等 , 每 
一 角 小 于 全 。 再 其 其 , 因为 正六 边 形 的 每 一 内 角 刚 好 等 于 25， 
而 正 nw 边 形 的 内 角 随 边 数 坪 多 而 加 大 ,所 以 正 多 面体 的 面 只 可 能 
是 三 边 . 四 边 、 五 边 的 正 多 边 形 。 因 为 正四 边 形 (也 就 是 正方 形 ) 的 
角 是 直角 ;所 以 不 能 有 三 个 以 上 的 正方 形 遇 于 一 点 , 而 不 使 各 和 角 
之 和 等 于 2z 或 大 于 2w。 同 理 , 不 能 有 三 个 以 上 的 五 边 形 过 于 正 多 
面体 的 一 顶点 。 因 为 多 面体 的 形状 完全 取决 于 一 顶点 上 的 面 数 和 
一 面 上 的 顶点 数 ,所 以 最 多 有 一 个 由 正方 形 转 成 的 正 多 面体 ,最 多 
有 一 个 由 正 五 边 形 图 成 的 正 多 面体 。 另 一 方面 ,一 个 顶点 只 可 以 
有 三 个 .四 个 、 五 个 等 边 三 角形 相遇 ,因为 假如 有 六 个 ,那么 在 这 一 
个 顶点 上 各 角 之 和 就 等 于 2w。 因 此 以 等 边 三 角形 作 面 可 作成 三 
利 不 同 的 正 多 面体 。 总 起 来 说 ,一 共 得 到 五 种 可 能 的 正 多 面体 。 
这 五 种 可 能 的 正 多 面体 事实 上 都 存在 。 它 们 老 早 就 为 柏拉图 所 知 
道 。 在 他 的 哲学 中 ,他 把 它们 放 在 很 重要 的 地 位 ,因此 有 “柏拉图 
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体 之 名 。 下 面 的 表 葵 出 五 种 正 多 面体 的 最 重要 的 数据 。 图 85 一 
99 是 五 种 多 面体 的 年 行 投 影 。 


个 数 
多 面体 名 称 各 而 的 形状 -一 - 
顶点， 禄 | 面 | 遇 于 一 顶点 的 面 
正四 面体 (图 站 |」】 三 角形 4 6 4 3 
正 入 面体“( 图 96) =: 和 角形 6 ! 19 8 4 
正二 了 于 面体 (图 好) 汉人 租 形 13 | 30 20 5 
立方 体 (正六 面体 ) (图 98) | 正方 形 3 | 也 6 3 
十 二 面体 (图 99) | 开 边 形 20 | 30 19 3 


所 有 正 多 面体 跟 球 的 关系 正 象 我 们 上 一 节 讲 过 的 四 面体 和 八 
面体 的 一 样 , 宅 们 都 可 内 接 于 球 ,而 且 每 个 多 面体 都 产生 球面 的 不 
连 炽 运动 群 ,其 中 各 顶点 作成 一 组 等 价 点 。 如 果 我 们 通过 多 面体 
的 每 个 硕 扩 作 球 的 切 平 面 ,这 些 切 下 面 必 圈 成 一 个 新 的 多 面体 ,在 
和 群 的 运动 之 下 也 重合 于 上 自己。 我 们 可 以 期 望 新 造 出 的 多 面体 也 是 
正 多 面体 , 而 具 这 种 作法 建立 了 五 种 多 面体 的 两 两 对 应 关系 。 如 
采 作 图 是 对 于 入 面体 进行 的 ,实际 上 就 得 到 一 个 正 多 面体 , 即 立 
方 体 。 图 100 -上 表明 这 两 个 多 面体 的 相互 位 置 。 这 样 一 来 , 群 0 
可 以 用 从 面体 来 定 , 也 可 以 用 立 砌 体 来 定 。 从 表 中 可 以 看 出 这 两 
个 多 面体 有 这 样 的 关系 : 一 多 面 
体 的 质感 数 等 于 另 一 多 面体 的 面 
数 , 两 个 多 面体 都 有 相同 的 楼 数 。 
还 有 , 一 多 面体 的 一 项 氮 上 的 面 
数 等 于 男 一 多 面体 一 面 上 的 顶点 
数 。 据 此 六 面体 也 可 以 外 接 于 立 
方 体 (图 101)。 

从 胡 上 可 看 出 十 二 面体 和 二 -一 
十 面 伟 也 有 相仿 的 关系 。 因 此 这 加 100 
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里 是 不 能 有 五 次 轴 的 。 
如 果 作 图 是 对 于 四 面体 
进行 的 , 不 产生 不 同形 状 的 
图 形 , 只 产生 另 -一 个 正四 面 
体 。 
在 下 一 章 我 们 要 介 铝 空 
半 的 对 偶 原 理 。 对 偶 原 理 供 
烙 我 们 更 一 般 的 方法 来 建立 
一 个 图 形 的 点 .直线 ,平面 同 
另 一 个 图 形 的 面 、 直线 、 点 
图 :301 的 对 应 关系 。 根 据 这 一 原 
理 , 立方 体 同 八 面体 “对 偶 "十 二 面体 同 二 十 面体 对 偶 , 四 面体 同 
自己 “对 偶 ?。 

再 进一步 研究 , 可 以 发 现 四 面体 群 是 八 面 体 群 的 子 群 。 与 此 
相仿 ,我 人 已 经 知道 某 些 平面 不 连 熏 运动 群 是 另外 一 些 群 的 子 群 。 
从 卫 群 和 0 群 之 间 的 关系 可 得 出 下 列 直 观 的 推荐 : 正四 面体 可 内 
接 于 立方 体 ,使 正四 面体 的 顶 
点 是 立方 体 的 顶点 , 正四 面体 
的 楼 是 立方 体面 上 的 对 角 线 。 
正四 面体 可 有 两 种 不 同 的 方式 
内 接 于 立方 体 (图 102)。 

同样 也 可 以 证 明 , 八 面体 
群 是 二 十 面体 群 的 子 群 。 据 此 < 
可 知 , 立方 体 可 内 接 于 十 二 面 。 守 一 -一 


这 一 一 
一 
”~ 一 -一 一 -一 
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ee II i hop EE ep pe pe a me 


一 一- 


体 , 理 和 由 如 辐 正 四 面体 可 内 接 图 103 
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Ep. 


于 立方 体 (图 103)。 仔 如 推 完 , 我 们 会 发 现在 每 一 个 十 二 面体 里 
有 五 个 这 种 的 立方 体 。 在 十 二 桓 体 的 每 一 面 上 有 每 一 立方 体 的 一 
个 棱 ,在 十 江面 体 的 每 一 质点 处 有 两 个 泣 方 体 相遇 。 
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在 这 一 章 里 我 们 将 要 研究 一 些 不 用 距离 和 和 角 的 度量 或 比较 ， 
岂 能 够 表述 和 诈 明 的 几何 事实 。 也 许 有 八 以 为 不 用 距离 和 角 的 度 
量 便 得 不 出 图 形 的 重要 性 质 ,， 只 能 得 出 不 明确 的 论断 。 其 实 不 然 。 
事实 上 ,长 期 以 来 ,几何 学 中 仅仅 研究 度量 关系 。 而 象 这 一 章 所 要 
讨论 的 一 类 问题, 只 有 在 对 透视 画 法 的 原理 进行 了 科学 的 研究 之 
后 才能 提出 来 ,例如 把 一 下 面 图 形 从 一 点 投影 到 另 一 平面 上 去 , 距 
离 和 角 就 有 所 变更 , 甚至 平行 各 可 能 变 为 非 玉 行 嫉 ; 然而 , 图 形 的 
某 些 基本 性 质 必 然 仍旧 未 改 , 否则 我 们 就 不 会 认为 投影 图 是 原 图 
的 惧 正 表象 了 。 

如 此 通过 投影 的 过 程 可 得 出 新 的 理论 , 这 种 理论 因 其 起 源 而 
有 投影 几何 之 名 。 自 十 九 世 筷 以 来 ,投影 几何 在 几何 研究 中 点 着 
中 心 的 地 位 。 引进 齐 次 坐标 以 后 , 投影 几何 的 定理 可 化 为 代数 方 
程 , 正 象 第 卡 儿 坐标 之 于 度量 几何 的 定理 一 桩 。 不 过 投影 解析 几 
何 比 起 度量 解析 几何 来 , 显著 地 更 为 对 称 和 更 为 一 般 , 所 以 , 假如 
我 们 想 反 过 来 用 几何 方法 去 解释 高 等 的 代数 关系 , 就 常 把 这 些 关 
系 变 为 齐 次 式 ,并 把 变数 解释 为 齐 次 坐标 , 因为 如 用 笛 卡 儿 坐 标 了 对 
里 的 度量 解释 将 会 是 太 不 明显 了 。 此 外 , 可 以 认为 度量 几何 是 投 
影 几何 的 特例 。 

投影 儿 何 的 基本 图 形 是 点 .直线 平面。 投影 几何 的 基本 和 结果 
是 关于 三 者 之 间 最 简单 的 可 能 的 关系 , 印 和 结合 (也 称 关 联 ) 关 系 。 
千 合 关系 有 三 种 : 点 在 直线 上 , 点 在 不 面 上 , 直 缕 在 下 面 上 。 显 然 
这 三 名 话 可 以 换 成 意义 相同 的 另外 三 名 话 :直线 通过 点 , 焉 面 通过 
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扩 , 竺 面 通过 直线 。 引进 结合 概念 之 后 , 便 可 流 把 两 种 形式 的 就 法 
改 成 对 称 的 一 种 形式 : 直 艇 与 点 结合 , 平面 与 把 结合 , 平面 与 直 钱 
和 结合 。 

跟 和 结合 有 关 的 定理 是 投影 几何 中 特别 重要 的 定理 。 不 过 , 仿 
后 我 们 还 要 用 到 不 能 从 结合 概念 推出 来 的 另外 两 个 基本 概念 。 第 
一 , 必须 区 别 一 直线 上 四 点 的 两 种 不 同 的 排列 法 ; 第 二 , 必须 用 速 
种 概念 ,这 个 概念 把 一 直 艇 上 的 所 有 扩 同 实数 全 体 联系 起 来 。 投 

影 几 何 的 基本 概念 至 此 完备 了 。 

下 面 我 们 将 要 研究 投影 几何 学 中 最 品 于 启发 性 的 部 分 一 一 构 
形 。 这 种 研究 还 可 以 揭示 各 式 各 样 其 他 的 几何 问题 。 可 以 在 这 里 
提 一 提 , 从 前 有 一 个 时 期 , 葛 把 构 形 向 为 全 部 几何 中 最 重要 的 分 
文中 。 


$ 巧 ， 平 面 构 形 导 备 


平面 构 形 是 由 平面 上 2 个 点 9 条 直线 合成 的 一 棚 , 棚 中 每 一 
点 与 相同 数目 的 直线 (y 条 ) 相 和 结合 , 而 且 组 中 的 每 一 直线 与 相同 
数目 的 点 (7 个 ) 相 结合 。 这 样 的 构 形 我 们 用 符号 (py9x) 表示 。p， 
9，T，Y 四 数 不 能 任意 选取 。 因 为 , 按照 我 们 的 要 求 , 组 中 总 共有 
?22 条 直线 通过 这 2? 个 点 。 但 是 由 于 每 条 直线 通过 个 点 ,因而 它 
裕 计 算 了 x 次 , 所 以 直线 的 条 数 9 等 于 。 由 此 可 知 ,对 于 每 一 
构 形 , 关 孙 式 

PY YT 
@ 关于 构 形 的 尽 须 狼 流 可 以 参考 了 . Levi 车 Geometrische Konfigurationen 
(Leipzig, 1929) 一 -一 著者 广 。 
构 形 理 座 新 近 又 有 属于 代数 方面 的 进一步 发 展 。 关 于 这 亡 面 的 让 献 可 窗 考 了 . 开 ， 
ATryioa 的 论 次 : FoHyrryDalIlHoEHEIe ITIOCTYAATH B IDOeKTIBHEIY [JIocRKOCTSTY H HY 


3aTTrebpaHITeCKHe 9KHBHDQIeITH，DecTHRK MOCEOBCE, YH~Ta, 1，1948 一 一 - 俄 尝 本 往 者 


注 。 
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篆刻。 

一 所 和 通过 这 一 点 的 一 条 直线 , 形 碟 最 简单 的 构 形 , 它 的 符号 
是 (1111) 。 比 这 个 构 形 稍微 复杂 一 点 的 是 三 角形 (33)。 我 们 在 
平面 上 夯 四 条 直线 , 其 中 没有 两 条 是 平行 的 、 也 没有 三 条 是 共 点 
的 。 这 四 条 直线 定 出 六 个 交点 4, B, 0, D, ,了 (图 104)。 如 
此 得 到 熟悉 的 完全 四 边 形 , 它 是 构 形 (6x4s) 。 等 式 6.2=3.4 证 实 
了 我 们 一 般 的 公式 。 这 种 构 形 与 上 面 讲 的 两 种 简单 构 形 不 同 : 不 
是 构 形 中 所 有 点 的 联 生 都 是 该 构 形 的 下 厂 。 同样 , 在 一 般 的 情况 
下 , 构 形 中 的 直线 与 直 继 的 交点 ,也 不 一 定 属于 该 构 形 。 

要 想得到 在 图 104 中 的 所 有 各 点 的 违 线 , 还 须 作 三 条 对 角 粹 
4 刀 ，B 玉 OF。 由 此 又 得 到 三 个 新 点 ,它们 是 对 角 线 三 角形 的 顶点 
P, Q, BR。 可 能 有 人 以 为 , 痰 积 连 新 厂 和 维 续 加 大 新 交点 于 此 构 

形 , 到 后 来 必 可 得 到 象 三 角 

形 一 样 的 构 形 , 序 此 构 形 的 

-一 任 二 点 的 过 和 线 还 是 此 构 形 的 

pe 直线 , 此 构 形 的 任 二 直线 的 

交点 还 是 此 构 形 的 点 。 但 是 

可 以 证 明 , 除 三 角形 以 外 , 根 

图 104 本 没有 象 这 样 的 构 形 存在 。 

假定 我 们 从 一 个 四 边 形 出 发 ,无 限制 地 溃 直线 ,再 把 所 得 的 新 交点 

加 进来 ,那么 甚至 可 以 证 明 , 最 后 在 平面 上 每 一 点 的 任意 邻 域 内 总 

有 和 象 这 样 的 一 些 交 点 存在 。 用 这 种 方法 得 出 来 的 图 形 叫 做 默 比 斯 
(M6bius) 网 。 这 种 网 可 用 来 规定 投影 坐标 。 

为 了 今后 应 用 起 见 , 我 们 回忆 一 下 ;四边形 对 于 作 届 和 点 的 意 
义 。 一 直线 上 的 四 点 O, P, 了 , Q 时 做 请 和 点 (或 者 说 @ 叫 做 对 
0C, P, 了 的 第 四 调和 点 ) , 如 果 可 作 一 四 边 形 , 而 这 儿 个 点 是 由 如 
图 104 中 的 结合 关系 决定 出 来 的 证。 投影 几何 中 有 一 个 简单 的 基 
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本 定理 说: 对 一 直线 上 的 任意 三 点 恰 有 一 个 第 四 普 和 点 。 所 以 如 
果 按 图 105 的 作法 ,用 丽 种 不 同 的 方式 将 三 点 CPP 补充 成 为 四 边 
形 , 基 根据 这 个 定理 @, 这 两 个 图 形 必 引出 同一 点 @ (图 105)。 


图 105 


下 面 我 们 主要 地 讨论 扩 数 和 直线 数 相 等 的 构 形 , 朗 当 p=9 
的 时 候 。 由 关系 式 py = mg， 就 得 出 y=x; 因而 这 样 的 构 形 , 其 
符号 常 作 (Ppyp;) 的 形状 。 也 可 以 用 更 简单 的 符号 (py) 代表 。 鞭 
次 ,我 们 永远 假定 : 构 形 都 是 连通 的 而 不 能 分 开 成 为 几 个 图 形 。 

7 一 和 > 一 2 的 情况 没有 多 大 意义 。y = 工时 , 构 形 极其 简 
单 ;, 它 只 有 一 点 和 过 该 氮 的 一 直线 。 事 实 上 ,假如 在 这 种 构 形 上 有 
多 个 点 ,这 个 构 形 便 可 分 开 , 因为 构 形 中 任何 直线 不 能 包含 多 于 1 
的 扎 。 Y=2 的 情况 可 由 至 面 半 合 多 边 形 来 实现 。 又 因为 在 构 形 
(p2) 中 通过 每 一 点 有 二 直线 , 每 一 直线 上 有 二 点 ， 所 以 我 们 可 以 
知道 ,任何 构 形 (ps) 必 由 Pp 边 形 的 各 顶点 和 各 边 如 成 。 

另 一 方面 , Y=3 的 情况 答 出 好 多 个 有 趣 的 构 形 。 在 这 种 情 
观 下 所 讨论 的 太 数 (也 是 直线 数 ) 2 不 得 少 于 7 。 这 是 因为 通过 构 
形 中 的 每 一 点 有 三 直线 , 而 在 这 三 直 重 的 每 一 条 中 丛 须 有 该 构 形 
的 另外 的 二 点 。 下 面 我 们 只 预备 将 7<p<<10 的 情况 详 加 讨论 。 

中 这 个 定理 是 将 在 $ 19 讨 答 的 德 沙 格 定理 的 过 接 推 欠 。 


100 投影 构 形 [第 三 党 ] 


§ 16， 构 形 (7:) 和 构 形 (82) 


和 欲 建立 构 形 (2;) ， 当 以 下 法 为 最 简便 :把 2 个 点 用 号 码 1 到 2? 
标 出 , 同样 , 把 jp 条 直 黎 用 号 码 (1) 到 (7p) 标 出 。 然 后 作 一 个 有 py 
个 点 的 长 方形 玫 , 表 内 每 一 列 中 排 着 一 直线 上 的 y 个 点 ; 这 样 , 对 
j np 条 直线 一 共有 2 个 列 。 

据 此 ,我 们 得 出 构 形 (79) 的 表 : 

-和 
(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) 
,| 
\ . » . 

在 卉 这 虫 表 时 , 必须 满足 下 烈 三 个 条 件 : 第 一 , 每 列 的 数字 者 
不 相同 , 不 然 在 一 直线 上 的 点 数 将 少 于 三 ; 第 二 , 不 许 有 两 列 有 两 
个 相同 的 数字 , 否则 所 决定 的 二 直 和 线 将 重合 ; 第 三 , 每 个 数字 一 共 
出 更 三 次 , 因为 在 每 一 点 处 有 三 直线 通过 。 一 个 表 如 果 可 以 在 风 
何 上 实现 的 话 , 这 三 个 条 件 都 是 必要 的 。 另 一 方面 ,它们 不 是 充足 
的 ,下 面 就 可 以 举 一 些 例子 。 为 了 一 个 表 能 在 几何 上 实现 还 要 进 
” 行 革 些 不 能 直接 化 归 简 单 算术 的 几何 上 或 代数 上 的 探讨 。 但 是 候 
如 一 个 麦 确实 代表 一 个 构 形 的 茵 , 那 示 我们 可 以 把 这 张 表 作 几 种 
变换 , 而 不 影响 构 形 的 实质 , 这 指 的 是 , 任 一 列 中 数字 的 上 下 次 序 
可 以 谓 换 ; 列 与 列 本 身 的 次 序 也 可 以 调换 ,因为 这 不 过 是 将 下 厂 重 
新 天 号 而 已 ;最 后 ,各 点 可 以 随便 粮 号 。 因 为 这 些 变 换 并 不 影响 构 
形 ,所 以 我 们 今后 于 为 所 有 只 相差 这 几 种 变换 的 表 是 等 同 的 。 

从 这 个 观点 出 发 我们 可 以 造 出 一 种 而 且 只 有 一 种 (7;) 的 者。 
先 把 第 一 条 直线 上 的 三 点 写作 1，2, 3。 这 样 通过 点 1 的 另外 两 
条 直线 不 能 再 包含 2 和 3 了 。 把 第 二 条 直线 上 的 两 个 点 写作 4， 
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6, 第 三 条 上 的 写作 6, 7?。 于 是 所 有 出 现 的 扩 都 粮 上 了 号 ; 这 张 硼 
到 现在 为 止 卉 写 到 : 


在 后 面 的 几 列 里 ， 2 和 3 两 数 必须 各 出 现 两 次 ,而 且 须 在 不 同 的 列 
里 出 现 ,所 以 第 一 行 可 写成 : 

1 1 1 2 2 3 3 

2 4 6 

3 5 7 。 
数字 1, 2, 3 用 完了 , 只 有 4, 5, 6, 7 可 作 翰 到 剩 下 的 人 个 空位 之 
用 。 数 字 4 还 须 出 现 两 次 ;因为 它 不 得 在 一 个 数字 底下 出 现 两 次， 


那 未 它 的 位 置 可 以 这 样 安排 : 
2 283 3 
4 .4 


所 有 其 他 可 能 的 排 刘 实 盾 上 同 这 一 个 没有 什么 区 别 。 再 有 ，5 也 
必须 出 现 两 次 ,但 不 能 再 在 和 的 底下 。 因 此 可 以 这 样 放 : 
2 2 3 3 
4 5 4 5 


其 余 的 四 个 空位 中 的 前 两 个 必须 境 上 6 和 7, 因为 所 有 别 的 数字 
都 用 完了 , 而 且 在 两 个 2 的 底下 不 能 填 上 同一 个 数字 。 6 和 7 对 
铀 ,不 会 引起 实质 上 的 变化 ,所 以 我 们 可 以 号 

4 5 4 5 

6 7 
最 后 的 两 个 空位 只 好 人 先后 各 以 7, 6 十 充 了 , 所 以 对 于 构 形 (7s) 实 
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际 上 只 能 得 出 一 种 表 : 

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) 

1 1 1 2 2 3 3 

2 46 45 45 

357 6776 

前 面 我 们 说 过 ,这 号 表 的 存在 并 不 就 意味 着 确 有 一 个 构 形 (7;) 

存在 。 恰 恰 在 这 个 例子 里 可 以 证 明 构 形 不 存在 。 这 可 以 用 解析 儿 
何 的 方法 ; 找 出 表 中 直线 的 方程 租 , 当 可 看 出 , 其 中 包含 矛盾 。 也 
可 以 用 图 解法 说 明 这 个 构 形 的 不 可 能 。 为 叱 ,首先 作 表 中 的 直 笠 
(了 和 (2) (图 106), 按照 表 上 的 规定 , 命 它 个 的 交点 为 1。 在 直线 
(4) 上 任 取 二 点 2 和 3, 在 直线 (2 上任 取 二 点 4 和 5。 然 后 作 由 
两 对 点 24 和 85 决定 的 直线 (4 和 (7) ,根据 我 们 的 表 , 此 二 直线 的 
交点 为 6。 同样 , 两 对 点 25 和 34 决定 直线 (5) 和 (6), 而 (5) ，(6) 
的 交点 为 7。 至 此 构 形 的 所 有 点 都 彼 决 定 下 来 。 然 而 我 们 上 发现, 最 
后 的 也 是 倚 未 提 到 的 直 苹 (3) 上 的 三 点 二 6, 7 现在 不 在 一 直线 上 
了 ,这 样 一 来 , 直线 (17) 和 (7) 又 决定 一 个 另外 的 交点 6' 出 来 。 也 
许 有 人 以 为 这 是 由 于 最 初 2, 3, 4, 6 等 点 位 置 选择 得 不 适当 的 原 
故 。 其实 不 然 , 我 们 认得 出 这 个 图 形 正 是 图 104 的 调和 作 图 的 翻 
版 。 因 而 6' 是 对 3, 5, 6 三 点 的 第 四 调和 点 , 所 以 根据 投影 几何 


图 406 


” 潜 有 九 个 拐点 , 不 过 其 中 最 多 有 三 个 是 
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的 切 等 定理 , 6' 不 能 同 这 三 点 中 的 任 一 个 重合 。 
现在 再 求 谈 构 形 (8，) 。 用 同 以 前 一 样 的 方法 可 以 证 上 明 , 在 这 
坚实 质 上 也 只 能 得 出 一 种 才 来 : 
(2) (3) (4) (6) (6) (7) (8) 
1 i112 2 8 34 
2 46 37 455 
5 8 76 8 7 86 
这 个 构 形 可 以 解释 为 两 个 同时 相互 内 接 又 相互 外 接 的 四 动 形 
1234 和 5678( 图 107) 。 这 是 巩 , 直 和 线 ({2) 通过 点 5, (23) 通过 点 6， 
(34) 通 过 点 7,(41) 通过 点 8; 同时 还 有 边 (56) ,(67) , (78) , (85) 分 
别 通过 点 4, 二 2, 83。 显然 象 这 样 的 构 形 是 画 不 出 来 的 ,这 个 表 如 
用 解析 方法 处 理 , 可 导出 这 样 的 方程 组 , 它 不 象 构 形 (7 那样 包含 
小 盾 , 可 是 只 有 复数 解 而 无 任何 实数 解 。 
虽然 如 此 ,这 一 构 形 在 几何 上 并 不 
是 没有 意义 的 , 它 在 没有 二 重点 的 三 阶 
平面 曲线 理论 中 很 重要 。 这 类 的 曲线 一 


实 的 。 其 次 ， 可 以 用 代数 方法 证 明 ， 溃 
接任 意 两 个 拐点 的 直线 必 通 过 第 三 个 拐 
点 。 其 次 ,没有 四 个 拐点 能 在 一 直 缕 上 ， 
因为 一 个 三 阶 曲线 不 能 交 一 直线 于 三 个 图 107 
以 上 的 点 。 连 接 散 的 点 的 直线 作成 一 构 形 , 此 时 p=9, w=83。 而 
且 , Y=4; 因为 如 果 取 出 一 个 拐点 , 则 其 余 的 从 个 拐点 必 成 对 地 同 
这 个 拐点 在 一 直线 上 , 因此 通过 每 一 点 实际 上 有 四 条 直线 。 由 到 
式 9 = 二, 得 9 等 于 12。 所 以 这 一 构 形 旦 (9412s) 的 形状 。 如 果 
要 求 出 这 一 种 构 形 的 者 ,而 不 考虑 无 关 紧 要 的 变换 ,也 只 有 一 各 可 
能 : 
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(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) | (9) (10) (11) (19) 

1 1 1 2 2 3 3 4 1 2 5 6 

2 4 6 3 7 4 5 5 3 4 7 8 

5 8 7 6 8 7 8 6 9 9 9 9 
把 这 个 构 形 中 的 点 9 和 通过 它 的 四 条 直线 (9) ，(10)，(11)，(13) 
去 掉 , 剩 下 的 刚好 是 我 们 (83) 的 表 。 完 全 同样 , 构 形 (8) 可 以 如 此 
得 出 :去掉 九 个 点 中 任意 其 他 一 个 及 通过 此 点 的 四 条 直线 ,因为 我 
们 知道 , 构 形 (9s12s) 的 所 有 点 都 处 于 平等 地 位 。 


8 17， 构 形 (9s) 
我 们 知道 , 在 p=7 和 2%=8 两 种 情况 下 每 种 只 得 出 一 个 构 形 
表 , 而 且 已 沟 证 明 这 两 张 表 的 构 形 不 存在 。 但 是 , 2=9 的 情况 可 
得 出 三 种 实质 上 不 同 的 表 , 而 且 所 有 这 三 种 都 可 借用 实 的 点 和 站 
线 来 实现 。 
这 三 个 构 形 中 最 重要 的 一 个 ,也 可 说 是 几何 中 最 重要 的 构 形 ， 
是 所 户 布 朗 香 - 巴 斯 加 构 形 (Brianchon-Pascal configuration)。 为 
简便 起 见 , 我 们 引用 符号 (93)1 代表 它 。 至 于 (9s) 中 的 其 他 两 个 构 
形 , 划 用 (9.s 和 (93s 代表 。 
构 形 (93)1 的 胡可 以 写作 : 
C1) (2) (3) (4) (B) (6) (7) (8) (9) 
1 1 1 2 2 3 3 45 
2 46 4 7 6 8 6 7 
3 .57 8 9 8 9 9 8 
要 想 画 出 这 样 的 构 形 , 我 们 人 先 任 意 取 二 扣 例 如 8 和 9 (图 
108) , 通过 8 作 任意 三 条 直线 人 ，(6)，(9)， 通 过 8 作 任 意 三 条 
直线 (5) , (7) , (8) 。 所 得 的 九 个 交点 中 ,有 六 个 属于 本 构 形 。 按 照 
上 过 , 把 这 些 把 标 作 2, 3, 4, 了 ,6, 7。 这 六 个 反 雇 定 了 其 余 三 直 
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图 I08 


线 (1)，(2) ，(3) 的 位 置 。 首 先 通过 2 和 3 作 直 线 (1), 通过 4 和 3 
作 直 嫉 (2)。 直 线 ()，(2) 的 交 反 , 查 表 应 标 作 寺 。 还 有 ,从 未 皖 到 
的 由 点 6 和 “决定 的 直线 43) 。 这 条 直线, 按 才 中 的 要 求 , 应 该 运 
过 [。 我 们 发 现 这 种 千 合 性 是 自动 成 立 的 , 不 论 8 和 9 二 反 以 及 
通过 这 二 点 的 直 嫉 如 何 迁 择 。 

这 一 奇妙 的 现象 的 几何 根据 蕴藏 在 即将 研究 的 布朗 香 定 理 
中 。 

让 我 们 从 单 叶 双 曲面 说 起 。 在 第 一 半 中 我 们 全 次 计 过 , 在 这 
种 曲面 上 有 两 族 直线 , 其 中 一 族 的 任 一 直 
线 同 另 一 族 的 任 一 直线 相交 , 但 间 族 的 二 
直线 不 相交 。 现 在 我 位 从 一 族 中 到 出 三 
直线 (图 109 中 用 双 效 画 的 ), 从 另 一 族 中 
也 取出 三 直线 (用 梁 线 画 的 )。 这 六 条 直线 
形成 空间 的 六 壹 形 4BOCDEFA。 为 了 得 
到 这 个 图 形 , 我 们 先 从 第 一 族 的 一 条 直 
线 上 自 4 走 到 通过 反 B 了 有 第 二 族 的 图 109 
一 条 定 直 线 , 沿 这 条 直线 走 到 COQ。 自 0 沿 第 一 族 的 一 条 直线 前 进 
济 另 一 点 D, 再 自 刀 沿 第 二 族 的 一 条 直线 走 到 五 。 最 后 沿 第 一 族 


106 投影 构 形 [第 三 章 ] 


的 一 条 直线 走 到 一 反 卫 , 而 也 是 这 条 直线 与 通过 4 的 第 二 族 直 
线 的 区 上 反 。 这 样 ,天边 形 的 落 动 交错 地 属于 第 一 族 和 第 二 夏 。 

现在 我 们 要 证 明 这 个 六 边 形 的 三 条 对 角 线 4D, BE, OF 交 
于 一 点 。 先 六 4D 和 BB。 因 为 六 边 形 的 二 边 4B 和 DE 属于 曲 
面 上 不 同 的 直 嫉 族 , 它 们 必 相 交 。 因此 四 点 4, 8, D, 加 在 一 个 平 
面 上 ,从 耐 可知 4D 和 BE 必 相 交 。 用 完全 相同 的 方法 可 以 证 有 明 ， 
其 余 两 对 对 角 厂 也 都 相交 。 但 两 两 相交 的 三 条 直线 或 者 在 一 平面 
上 ，, 或 者 区 过 一 点 ， 二 者 必 居 其 一 。 假 定 六 边 形 4BCDEFA 的 
一 条 对 角 线 在 一 平面 上 , 那 末 这 天 动 形 本 身 也 将 在 这 个 平面 上 , 因 
此 ,它们 的 任何 两 边 必 相交 ;这 是 不 可 能 的 , 因为 举例 来 襄 ,， 4B 和 
0D 婚 然 是 同一 族 的 直线 , 就 不 可 能 相交 。 由 此 可 见 , 三 条 对 角 线 
实际 上 共 过 一 点 。 

从 这 个 空 税 的 几何 定理 可 推出 平面 几何 的 布朗 香 定理 ,为 此 ， 
我 们 从 一 点 卫 出 发 来 观看 单 叶 双 曲 面 , 此 处 的 忆 点 先 假定 不 在 此 
曲面 上 上。 从 这 点 所 昂 的 双 曲 面 的 边 缚 呈 贺 雏 曲 线形 , 可 以 是 双 曲 
线 ( 图 1L0) ,也 可 肪 是 棋 阅 (图 1 了 。 边 缘 一 倒 的 区 域 是 空 的 ,但 
是 另 一 侧 基 出现 双重 复 盖 的 形状 。 图 中 所 见 的 两 层 是 沿 着 作成 边 
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分 被 遮盖 。 所 以 这 些 直 和 线 从 一 层 穿 过 另 一 层 时 必 和 边 稍 相 遇 。 另 
一 方面 ,这 些 坎 线 不 能 与 此 曲线 相交 ,因为 人 的 一 侧 基 空 的 。 所 以 
这 些 殖 线 忆 须 是 边 帮 的 切线 。 因 此 我 们 的 窒 阅 六 边 形 变 记 了 平面 
六 边 形 ， 尼 的 各 边 成 为 图 锥 曲 厂 的 切线 ;由 此 得 出 于 面 几何 上 的 定 
理 : 

外 楼 于 一 圆锥 曲 炎 的 六 边 形 的 三 条 对 角楼 相交 于 一 点 。 

到 此 为 止 ， 我 们 仅 对 于 作为 音 叶 双 曲 面 的 边缘 的 图 儿 曲线 证 
明了 定理 , 即 首先 是 对 于 茶 些 双 曲 厂 和 椭 图 把 定理 加 以 证 明 , 但 是 
加 锥 曲线 也 可 尽 是 抛物 绕 。 事 实 上 ,产生 边 条 的 秽 线 ,形成 曲面 的 
以 了 为 项 点 的 急 锻 面 , 所 以 是 二 阶 锥 面 (参看 第 1I2 页 )。 如 果 我 
们 把 过 平面 这 样 放 秆 ,使 得 医 同 这 个 雏 面 的 母线 符 行 , 旭 曲 面 在 这 
个 平面 上 的 象 是 一 抛物 线 ; 因 为 边缘 是 锥 面 与 象 平面 的 交 线 ,所 以 
在 这 种 情况 下 圆锥 曲线 是 一 抛物 线 ( 参 看 第 12, 13, 8 页 ) 。 

我 个 炉 到 视点 了 卫 ( 投 影 中 心 ) 在 曲面 上 的 情形 。 这 时 曲面 上 通 
过 忆 的 二 直线 看 起 来 成 了 两 点 ,但 曲面 上 其 他 的 直线 仍然 是 直线 。 
因为 一 族 中 的 每 一 直线 蹊 另 一 族 中 通过 书 的 尘 一 条 直线 相交 ， 第 
一 族 的 直线 看 起 来 成 了 一 线束 , 线束 的 顶 所 是 其 他 一 族 中 通过 P 
的 直线 9 的 过 。 同 样 , 第 二 族 的 直线 也 成 了 一 线束 。 两 个 线 东 的 
顶点 不 同 , 因 为 它们 各 自 是 通过 PP 的 二 相 异 直线 的 象 。 

据 此 ,由 答 间 大 边 形 定 理 特 到 下 面 的 推论 : 

一 个 平面 六 边 形 ,如 果 它 的 诸 边 交错 地 通过 二 定点 ， 则 三 个 对 


而 


关于 三 种 圆锥 曲线 (或 退化 为 一 对 点 的 园 锥 昌 线 ) 的 天 条 切线 
定理 是 布朗 香 发 见 的 ,所 以 叶 做 布朗 香 定理 。 三 个 对 角 线 的 交点 ， 
叫做 布朗 香 点 。 

章 助 于 上 述 的 空间 作 图 ,事实 上 还 没有 完全 证 明 布朗 香 定 理 。 
因为 可 能 有 的 布朗 香 六 边 形 不 是 从 我 们 讲 论 过 的 空间 六 边 形 用 投 
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影 法 得 来 的 。 然而 确 可 证 明 , 凡 满 足 布朗 香 假设 的 任何 平面 六 
形 , 孝 可 以 用 上 述 的 爸 间 六 边 形 待 出 。 

章 才 所 说 的 布 盘 香 定 理 跟 构 形 (9s)z 有 密切 关系 ,而 且 解 释 了 
为 什么 (93)1 的 作 图 中 最 后 一 个 辕 全 条 件 自 然 狂 足 。 事 实 上 ,按照 
图 112 和 图 108 上 的 记 法 , 可 知 2, 4, 6, 8, 5, 7 各 操作 成 一 个 雍 
边 交 替 通 过 8 和 9 两 点 的 六 边 形 。 直 线 (DD, (2) , (8) 是 六 边 形 的 
对 角 线 , 因此 (3) 必 过 (和 (2) 的 交 上 后 1, 而且 1 就 是 六 边 形 的 布 
朗 香 把 。 


图 13 


在 我 们 的 作 图 中 , 构 形 (9s3)1 各 后 的 地 位 不 是 再 等 的 。2,， 4， 
6, 3, 5, 诈 扩 作成 六 边 形 ，8 和 8 是 各 有 三 边 通 过 的 两 点 ， 工 是 
布朗 香 氮 。 这 里 各 把 的 不 对 称 状 态 不 是 由 于 构 形 的 本 性 ,而 是 由 
于 我 们 任意 选择 的 结果 。 其 实 也 可 以 把 8 或 9 当 作 布朗 香 点 ; 这 
只 要 汀 一 看 所 8 就 够 了 (网 图 113), 因为 从 图 112 上 可 看 出 ,8 和 
9 的 地 位 完全 平等 。 同样 , 也 可 以 选择 2, 4, 6, 3, 5, 7 中 任 一 点 


当 作 布 明 香 把 ,因为 这 几 个 把 都 处 于 平等 地 位 ,所 以 只 要 证明 对 点 . 


2 成 立即 可 ( 见 图 114)。 
因为 有 这 种 内 在 的 对 称 性 , (9s): 就 称 为 正 旭 构 形 。 恰 恰 象 在 


.Bi 
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图 :4 


点 系 和 多 面体 的 研究 情形 ,从 构 形 在 自身 上 的 某 种 变换 ( 朗 所 前 

同 构 ) ,得 到 正则 的 概念 。 自 同 构 的 作用 相当 于 点 柔和 多 面体 中 的 
浴 合 变换 。 如 果 我 们 可 以 如 此 交换 点 和 直线 , 使 交换 后 的 构 形 饶 
没有 旧 的 结合 性 雪 掉 ,也 没有 新 的 精 合 性 加 进 求 , 则 该 变换 即 是 这 
个 构 形 的 一 个 当 赔 构 。 不 难 证 明 , 这 些 自 同 构 作 成 一 个 群 。 我 个 
说 ,一 个 棍 形 称 为 正 划 的 ,如 果 这 个 群 是 “可 迁 的 ”, 也 就 是 语 , 构 形 
包含 足够 的 变换 ,使 得 构 形 中 的 任 一 点 ,能 通过 一 个 自 同 构 转 换 到 
构 形 申 的 另 一 点 。 
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要 人 矿 [ 究 构 形 的 日 同 构 ,只 要 抽象 地 研究 构 形 的 表 就 够 了 。 用 
这 种 办 法 , 可 以 证 明 , 构 形 (73) 和 (8;) 的 表 是 正则 的 。 同 样 ， 构 形 
(9s12s) (第 108 页 ) 的 表 也 是 正则 的 。 

现在 我 们 转 来 看 (9s) 的 另外 两 种 构 形 。 这 两 种 构 形 分 别 如 图 
118 和 116 所 示 。 要 知道 (9s) 的 三 种 构 形 的 区 别 何在 , 可 以 这 样 去 


图 115 


想 : 因 为 在 构 形 (ps) 中 的 每 一 点 恰好 同 其 他 六 个 点 以 构 形 的 直线 
相连 , 所 以 在 p=9 的 情况 下 , 对 构 形 中 的 每 一 点 应 有 另外 的 两 个 
点 同 这 个 点 不 相连 。 例 如 , 在 (93)1 中 , 点 8 和 9 同 工 不 相 违 。 也 
没有 直线 连结 8 和 9, 所 以 189 形成 一 个 非 连 通 点 的 三 角形 。 同 
理 , 256 和 347 也 各 形成 一 个 非 巡 通 点 的 三 角形 (图 1l7)。 把 同 
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样 的 雄 法 应 用 于 (9 > 和 (9s)s, 即 把 非 速 通 的 族 点 用 线段 连接 以 作 
成 多 边 形 , 则 在 (93); 的 情况 下 得 一 个 九 边 形 (图 118), 在 (93)3 的 
情况 下 得 一 个 六 边 形 和 一 个 三 角形 (图 119) 。 由 此 可 知 ,第 一 , 图 
108, 115 和 116 三 张 图 实质 上 是 不 同 的 构 形 , 不 仅 是 点 的 位 置 不 
同 而 已 。 第 二 , 我 们 可 以 断定 , (9): 不 是 正 旭 的 。 因为 显然 自 同 
构 愉 能 变换 六 边 形 的 各 后 到 六 边 形 的 各 点 , 而 不 能 变换 到 三 角形 
的 各 氮 。 与 此 相反 ，(9s) 。 的 非 连 通 点 的 有 规则 的 排 刘 , 使 我 们 区 
想 此 构 形 是 正则 的 ;进一步 的 研究 ,可 以 证 实 这 人 句 话 是 对 的 。 


步 步 仿照 作 (93)z 的 方法 , 可 以 作出 (93) 的 另外 两 个 构 形 。 这 
时 便 会 发 现 , 在 这 两 种 情况 下 最 后 的 结合 荣 件 不 再 是 自然 满足 的 ， 
只 有 在 前 面 的 步 怠 中 作 好 了 特别 的 准备 后 方 能 满足 。 这 就 解释 了 
为 什么 (93)s。 和 (9s)s 不 如 (93)1 那样 有 原则 上 的 意义 。 前 两 种 不 
能 答 出 投影 几何 的 一 般 定理 。 图 120 是 表示 不 能 作出 (93)s 的 最 
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后 一 条 直线 的 例子 。 

不 过 ,使 (9s) s 的 作 图 成 为 可 能 的 必需 的 辅助 作 图 具有 其 特 
丈 的 性 质 : 只 须 用 一 根 直 尺 就 可 完成 。 这 样 , (9;)1: 和 (9 都 可 只 
用 一 根 直 尺 作出 @@。 解 析 上 , 这 表示 构 形 的 所 有 元 素 可 以 由 陆 炉 
解 一 各 性 方程 租 来 定 , 其 中 每 一 方程 的 系数 是 前 面 几 个 方程 所 决 
定 的 构 形 的 特征 量 的 有 理 画 数 。 当 然 直 线 的 方程 总 是 线性 的 。 但 
是 为 了 要 得 出 一 个 构 形 的 方程 租 , 租 中 某 些 方程 的 系数 就 须 从 其 
他 若干 方程 用 消 元 法 去 计算 , 因为 某 些 直 米 是 前 面 已 经 作出 的 一 
些 直 线 固 定 下 来 的 。 一 般 地 , 这 种 消 元 法 常 产生 高 次 方程 。 在 
(8;) 的 情形 下 就 是 如 此 , 不 然 我 们 就 不 会 得 出 复元 素 。 与 此 相反 ， 
可 证 明 构 形 (9;) 的 所 有 的 辅助 方程 都 是 线性 的 。 因 此 三 种 构 形 都 
可 在 实 平 面 上 作出 ,而 且 只 需 一 根 志 尺 印 可 。 

构 形 (9:) 中 元 素 的 排列 可 以 用 好 多 秘方 法 去 解释 。 例 如 每 种 
构 形 都 可 以 当 作 由 三 个 三 角形 租 成 ,第 一 个 内 接 于 第 二 个 ,第 二 个 
内 接 于 第 三 个 ,第 三 个 又 内 接 于 第 一 个 @。 

这 样 的 三 角形 各 例如 图 121 中 坎 157, 239 和 468; 图 122 中 
的 258, 369 和 147; 图 123 中 的 147, 258 和 369。 同 炎 , (8,) 可 以 
解释 作 一 对 相互 内 外 接 的 四 边 形 ( 第 103 页 图 107)。(9;) 的 三 个 
构 形 都 可 以 解释 作 内 外 接 于 自己 的 思 边 形 。 这 样 的 轧 边 形 如 
图 124 中 的 2361594872, 图 125 中 的 1627384951 和 图 126 中 的 
1473695281。 在 构 形 (9): 中 逊 可 以 运用 适当 的 自 同 构 求 出 许多 


@@ 为 了 作出 (9%a)2， 须要 定 出 查 炎 和 二 阶 曲 料 的 交点 。 这 个 作 图 不 能 仅 用 查 尺 实 
更 ,一 一 俄 深 者 注 。 

图 这 里 所 褒 的 “内 接 ” 是 指 三 义 的 内 搂 。 例 如 在 图 1241 上 ， 三 角形 468 称 为 内 接 
于 二 角形 157， 因 为 4 在 直线 15 上 , 6 在 直线 17 上 ,8 在 直线 75 上 , 虽然 4 和 8 不 在 
研 陛 存 和 75 上 而 在 其 延长 态 上 。 同 样 , 外接" 也 指 广义 的 。 三 有 形 4 叫做 :从 接 ? 于 
三 匆 形 了 了， 如果 BB“ 内 接 ” 洁 4。 内 和 外接 三 角形 这 一 段 注 各 也 适用 于 下 面 就 楼 谈 到 的 
一 般 多 边 形 一 一 英 淖 者 注 。 
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医 125 

其 他 有 同样 性 质 的 九 边 形 。 

内 外 接 于 自己 的 2 边 多 边 形 的 作 图 , 必然 导致 构 形 (ps) 的 作 
图 。 因为 多 边 形 的 每 一 边 除 首 过 它 所 连接 的 两 个 顶点 之 外 , 还 通 
过 多 边 形 的 另外 一 个 顶点 ,同样 ,每 个 顶点 必 在 多 边 形 的 三 边 上 。 
在 这 一 旬 认 断 里 唯一 必需 的 假定 是 多 边 形 的 所 有 边 和 角 处 于 下 等 
的 地 位 。 倘若 不 作 如 此 假定 , 多 边 形 的 一 边 将 通过 额外 的 两 个 或 
两 个 以 上 的 顶点 ,那么 多 边 形 的 某 一 个 其 他 的 边 就 不 含有 顶点 。 

(7s) 和 (8s) 也 可 以 解释 作 这 种 类 型 的 p 边 多 边 形 。 依 构 形 表 
的 记 法 ,七 边 形 12457361 和 从 边 形 126534871 都 是 办 外接 于 自己 
的 多 边 形 。 

要 了 解构 形 的 另外 的 重要 性 质 , 必须 研究 对 偶 原 理 。 正 是 这 
个 原理 , 使 投影 几何 有 具有 特别 的 明晰 性 和 对 称 性 。 对 偶 原 理 可 以 
从 推 证 布朗 香 定理 的 过 程 中 所 用 的 投影 方法 直观 地 推导 出 来 。 


$ 18.、 丢 视 画 法 ,无 穷 远 元 素 和 平面 上 的 对 偶 原 理 
如 有 果 我 们 把 水 于 笠 面 上 的 风景 画 在 直立 玫 板 .上 (图 127), 则 
在 水 平平 面 上 的 象 有 一 条 界 直 线 有 一 一 水 斑 线 。 在 水 斑斑 面 上 不 
与 和 站立 平板 奉行 的 两 条 平行 线 , 它们 的 象 是 交 于 水 平 线 上 的 两 条 
直线 。 在 选 秽 画 法 理论 里 这 样 的 交点 时 做 下 行 线 的 没 影 点 。 
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rer 


这 样 ,我 们 知道 ,用 中 心 投影 待 来 的 平行 线 的 象 ,一 般 不 平行 。 
还 可 以 知道 , 这 种 映 象 法 也 不 是 一 对 一 的 。 象 板 水 平 线 上 的 各 点 
不 代表 原来 玉 面 上 的 任何 点 。 反 过 来 , 在 平面 上 也 有 一 些 没有 象 
的 点 , 这 些 点 便 是 在 观察 者 的 正 下 方 且 与 象 板 焉 行 的 直线 上 
的 各 点 (图 127)。 


图 127 


假若 把 平面 上 的 每 一 点 换 成 通过 读 点 的 直线 , 就 可 以 更 简单 
地 撕 述 上 述 现象 。 比方 襄 , 如 果 把 平面 e 上 的 每 一 点 了 (图 128) 
换 成 直线 4 已 =2, 其 中 4 是 观察 者 眼睛 所 在 的 地 方 ,那么 卫 在 任 
意 放 叶 的 平板 + 上 的 象 是 上 与 直线 沁 的 交点 已 。 这 样 一 来 , 了 一 
经 给 出 , 映 象 就 被 确定 了 。 假定 己 在 。 上 描 葵 一 曲线 , 则 7 画 出 


图 128 


有 
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以 4 为 硕 点 的 欠 面 。 曲 线 在 i 上 的 象 是 欠 面 和 t 的 交 线 。 特 别 
地 , 若 卫 在 e 上 划 过 一 直线 g, 划 锥 面 就 变 成 包含 4 和 9g 的 在 面 
?7。 这 样 , 在 上 上 的 点 换 作 通过 4 的 直线 ,而 .上 的 直线 将 产生 好 
过 4 的 平面 。 直 线 9 在 上 上 的 象 是 ?7 和 和 荆 的 交 线 ,也 就 是 男 一 站 
线 //。 直 线 永 远 变 换 成 直线 是 中 心 过 和 画 法 的 最 重要 的 性 质 。 

上 面 我 人 是 将 透视 上 映 象 玫 为 互 赣 的 两 步 变 换 的 结果 。 第 一 步 
将 焉 面 上 的 点 (P) 和 直线 (9 ) 换 成 通过 4 的 直线 (2 ) 和 平面 (7 )， 
第 二 步 将 通过 4 的 在线 和 下面 换 成 另 一 平面 (t) 上 的 点 CPP 和 看 
线 (9") 。 因 为 这 两 步 相 互 对 称 , 所 以 只 须 考 虑 第 一 步 即 可 。 

变换 e->4 只 有 在 痊 定 的 方向 上 是 完全 确定 的 ,而 在 与 此 相反 
的 方向 4->e 上 ， 就 不 是 如 此 。 通 过 4 而 且 平 行 于 e 的 直线 ,在 映 
象 中 有 特殊 的 地 位 , 它 不 对 应 e 上 的 任何 一 点 。 但 通过 4 的 其 他 
任 一 直线 ;总 对 应 e 上 的 一 个 确定 的 点 ,此 部 直线 与 e 的 交点 。 通 
过 4 同 e 平行 的 庄 玉 行 线 7 布 满 了 通过 4 而 且 斑 行 于 6 的 平面 
Yu (图 129)。Yy 在 通过 4 的 一 切 斑 面 中 也 是 映 象 4->e 的 特殊 情 
形 。 因为 通过 4 的 其 他 每 一 平面 都 对 应 e 上 的 一 个 确定 的 直线 ， 
序 蔷 平面 同 e 的 交 线 ;但 没有 与 y 对 应 的 直线 ,因为 y% 同 e 不 相 
艾 。 

这 些 例外 情形 最 好 能 在 概念 上 予以 消除 , 办 法 是 假想 在 斑 面 
e 上 加 入 一 些 额 外 的 “无 穷 远 ”点 已 。 这 些 点 胸 定 为 在 映 象 4 一 e 
之 下 庄 射 线 pi 的 象 。 这 些 点 的 集合 ,就 认为 是 平面 yv 的 人 入。 为 了 
使 这 一 平面 比 起 其 他 通过 4 的 平面 来 没有 什么 特殊 , 我 们 必须 把 
yu 的 象 电 做 一 直线 。 于 是 我 们 就 设 焉 面 e 上 的 无 穷 远 点 构成 所 
谓 。 上 的 “无 益 远 直线 ”gw 。 和 平面 。 你 过 如 此 补充 之 后 ,很 明显 ， 
从 。 上 的 点 和 过 线 到 通过 4 的 直线 和 焉 面 的 映 象 便 完全 确定 而 


QD ‘元 穷 远 ” 一 韶 由 这 样 的 事实 得 来 : 从 人 的 限 睛 到 。 上 一 点 引 再 入, 当 此 点 在 一 
定 的 方向 上 无 限 远离 时 ,此 秽 葡 趋 近 于 直线 pu 中 的 某 一 条 。 
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且 是 一 对 一 的 。 

用 中 心 透 视 法 将 。 投射 到 另 一 平面 上 , 尾 上 可 以 看 出 上 述 定 
义 便利 之 处 。 对 于 平面 纪 也 象 平面 e。 一 样 , 补充 以 该 焉 面 上 无 益 
远 直 线 上 的 无 穷 远 点 。 不 过 , 除非 。 同 t 平行 , 在 映 象 4- 闪 之 下 
和 + 上 的 无 穷 远 直线 对 应 的 平面 不 是 yw， 而 是 另 一 平面 X。》 
同 。 交 于 一 直线 ! 。 这 样 看 来 ,在 静 家 有 映 象 e->t 之 下 ,第 二 个 焉 面 
土 的 无 穷 远 直线 上 的 点 和 第 一 个 琅 面 上 的 普通 点 相当 。 只 有 引入 
无 穷 远 点 ,才能 在 中 心 透视 投射 之 下 ,使 一 平面 上 的 点 和 直线 与 另 
一 平面 上 的 点 和 直线 成 为 一 对 一 的 映 象 。 在 这 种 映 象 里 , 无 穷 渤 
点 同 普通 点 处 于 下 等 地 位 。 

现在 来 看 看 守 费 如 何 扩充 点 和 直 磷 的 结合 概念 以 适应 新 加 太 
的 无 穷 远 元 素 。 和 前 面 一 样 ,仍旧 从 映 象 e>4 开始 。 我 个 知道 , e 
上 的 一 个 普通 点 了 和 普通 直线 9 称 为 结合 的 , 当 且 仅 当 跟 它 们 对 
应 的 ?和 ? 是 结合 的 。 把 这 个 推广 到 。 上 的 任意 点 和 任意 直线 上 
去 ,就 成 为 ,一 个 无 穷 远 点 Ps 和 一 条 直线 9 称 为 结合 的 ,如 果 射 线 
2x 同 7 和 结合。 这 个 定义 当 7 同 yw 重合 时 ,也 就 是 说 , 当 g 是 e_ 上 
的 无 劣 远 直线 时 ,没有 告诉 我 们 什么 新 的 东西 ;但 当 9 是 一 条 普通 
的 查 线 ,上 则 7 与 y* 交 于 一 条 定 直线 各。 由 此 可 见 ,每 一 通常 的 直 
线 恰 有 一 个 无 穷 远 点 , 序 该 直线 同 % 的 交点 。 如 果 yg 同 y 平行 ， 
那么 这 就 是 说 , 包含 9 的 平面 y' 通过 Ds (图 429) 。 因 此 我 们 可 
以 说 , 当 且 仅 当 二 直线 有 相 
同 的 无 执 远 点 , 二 直线 才 是 
平行 的 。 这 也 就 是 寻常 所 襄 
的 “下 行 线 相交 于 无 穷 远 点 ?” 
的 意思 , 这 名医 如 不 加 解释 
本 是 没有 意义 的 。 从 这 里 我 
个 还 明 据 了 在 本 章 开 始 所 提 
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汉 的 二 平行 线 在 水 平 线 上 出 现 交 点 的 理由 。 

下 面 我 们 举 园 锥 曲线 为 例 , 来 辣 明 引入 无 穷 远 元 素 后 几何 概 
念 如 何 简 化 了 。 我 们 在 第 一 章 中 证 明 过 , 圈 锥 曲线 可 以 作为 平面 
与 章 欠 面 的 交 嫉 , 所 以 它们 都 可 以 看 作 圆 的 透 和 视 象 。 按照 没有 投 
射线 或 有 一 条 射线 或 两 条 射线 符 行 于 象 下 面 , 便 分 别 得 出 椭 轩 或 
抛物 线 或 双 曲 线 。 这 人 旬 话 也 可 以 这 样 说 : 圆锥 曲线 是 一 顶 图 或 是 
一 抛物 线 或 是 一 双 曲 线 , 按 该 曲线 与 无 穷 远 直 嫉 不 相交 或 是 交 于 
一 点 或 两 点 而 定 。 作 中 心 投影 于 另 一 平面 上 , 则 圆锥 曲线 变 为 另 
一 风 雏 曲线 , 它 或 者 与 水 平 线 不 相交 ,或 者 相 切 ,或 者 交 于 两 点 ;三 
者 必 居 其 一 。 究 葛 象 是 哪 一 种 的 圆锥 曲 厂 , 须 看 象 下 面 的 位 置 如 
何 。 

在 其 他 例子 中 , 中 心 投 影 也 是 从 特殊 图 形 得 到 一 般 图 形 的 重 
要 工具 。 例 如 ,完全 四 边 形 (第 98 页 ) 可 以 从 图 130 上 的 简单 图 形 
得 到 。 

可 是 无 穷 远 元 素 的 重要 性 主要 还 在 于 ; 引用 了 无 穷 远 元 素 就 


图 180 
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能 改变 开 大 大 简化 于 面 几何 的 公理 基础 。 如 果 只 限于 平面 上 的 有 
限 上 ,点 和 直 嫉 的 酝 合 关 邓 适合 下 面 两 个 公理 : 
T.， 一 不同 点 决定 一 条 直线 , 此 二 点 与 此 直 绑 结合 。 


量 


硬 


从 第 二 个 公理 可 知 , 在 一 平面 上 的 二 直线 或 者 有 一 交点 或 者 
没有 交点 。 因 为 ,假定 它 个 有 两 个 或 两 个 以 上 的 交点 , 则 二 直线 将 
合 而 为 一 。 

一 直线 没有 交点 的 情形 由 欧 几 里 得 平行 公理 保证 并 解释 之 : 

役 在 -下 而 上 有 任 -- 直 线 4 和 不 与 < 结合 的 任 一 点 4 则 


归 


将 4 的 & 的 平行 线 。 

如 果 现 在 在 普通 点 之 外 再 加 和 无 劣 远 直线 ， 使 平面 扩充 为 投 
影 斑 面 ", 划 上 面 的 三 个 公理 可 用 下 面 的 两 个 来 代 禁 : 

1， 二 不 同 操 决定 一 条 且 只 一 条 直线 。 


2， 二 不 同 直入 决 定 一 个 且 只 一 个 点 。 

这 两 个 公理 确立 点 和 直 嫉 的 烙 合 关系 。 无 穷 远 点 和 无 穷 远 直 
嫉 在 这 里 跟 其 他 的 点 和 直 嫉 并 无 区 别 。 如 果 我 们 希望 以 具体 的 车 
构 来 表示 投影 平面 , 使 所 和 直线 的 平等 地 位 得 以 直观 地 看 出 来 的 
证 ,我 们 可 以 回头 去 看 通过 一 定 把 的 直线 把 和 和 平面 把 ,同时 把 直线 
当 作 把 看 ,平面 当 作 直线 看 。 在 这 个 模型 里 ,上 述 二 公理 的 其 
实 性 容易 证 实 。 

在 这 一 对 公理 中 如 将 直线 ”和 “点 二 番 对 番 , 公理 的 形式 仍 
旧 不 变 。 进 一 步 研究 ,可 知 乎 面 投影 几何 的 其 余 公理 ,在 二 诅 互 换 
之 后 ,公理 又 和 级 的 内 容 也 不 变 。 因 此 这 二 蛮 在 从 这 些 公 理 推出 来 的 
一 切 定理 中 必然 都 可 交换 位 置 。 扎 和 直线 的 这 种 可 交换 性 称 为 投 
影 平面 的 对 偶 原 理 。 依照 这 个 原理 , 每 一 定理 应 有 其 对 偶 对 应 的 
为 外 一 个 定理 , 每 一 图 形 应 有 其 对 偶 对 应 的 另外 一 个 图 形 。 在 对 
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偶 关 系 之 下 ,曲线 上 各 扩 对 应 这 样 的 直 黎 的 集合 , 宪 们 一 般 地 是 包 
络 另 外 一 个 曲 嫉 的 切 厂 。 更 过 一 步 研究 ， 可 知 跟 一 圆锥 曲 线 上 各 
扩 成 对 偶 对 应 的 直线 族 , 永远 包 络 东 一 网 锥 曲线 。 

根据 对 偶 原 理 ,可 以 从 布朗 香 完 理 推导 出 一 系列 的 其 他 定理 ， 
这 些 定理 因为 是 巴 斯 加 发 现 的 ,所 以 是 做 巴 斯 加 定理 。 为 了 清楚 
地 显示 出 这 两 组 定理 的 对 偶 关 系 , 现 尽 对 照 石 式 写 出 。 


布 其 否定 理 已 条 加 定理 
1, 2, 3。 蜗 有 由 切 于 一 图 1, 2, 38。 规 有 由 在 一 图 锥 
铁 曲 线 的 六 条 直线 作成 的 天 边 | 曲线 上 的 六 个 点 作成 的 六 边 形 
形 ( 太 边 形 外 接 于 一 图 锥 曲 嫉 )。 | (六 边 形 内 接 于 一 圈 铁 曲线 )。 
荐 三 组 对 顶点 的 过 厂 共 点 。 则 三 组 对 边 的 交点 闪 线 。 
， 改 已 知 六 条 直线 中 ,三 4， 裔 已 知 坟 个 点 中 ,三 个 


条 与 把 4 和 结合, 另 三 条 与 氮 召 
和 结合 。 取 六 个 交 扎 ,使 七 们 和 
适当 的 连 线 作成 一 太 边 形 ， 而 
六 边 形 的 边 交 蕉 通过 4 和 B。 
则 对 顶 把 的 速 线 共 所 《AS 边 形 
的 布朗 香 后 )。 


与 直线 4 结合 ， 另 三 个 与 直线 
2 烙 合 。 取 六 条 加 线 ,使 它们 和 
适当 的 交 乓 作成 一 六 边 形 ， 而 
六 边 形 的 项 扣 交 蔡 在 4 和 25 上。 
天 对 边 的 交点 共 厂 GS 边 形 的 
巴 斯 加 和 线 ) 。 


显然 与 最 末 一 个 巴 斯 加 定理 对 应 的 图 形 一 定 是 构 形 (9%1 的 
对 偶 图 形 。 一 般 地 , 构 形 (pygx) 的 对 偶 图 形 是 另 一 构 形 ,其 类 型 为 
(grpy)。 我 们 全 用 符号 (py) 表示 过 的 那些 特殊 构 形 , 而 且 只 有 这 
样 的 构 形 二 有 同类 型 的 对 偶 构 形 。 可 能 有 人 想到 , 巴 斯 加 定理 的 
构 形 [也 就 是 (9s)1 的 对 偶 构 形 ] 可 能 是 (9s) 的 其 他 三 构 形 之 一 。 但 
是 , 可 以 证 明 , 巴 斯 加 定理 也 是 用 符号 (9s)z 代表 的 (图 131)。 这 
就 是 为 什么 我 们 从 前 把 这 一 构 形 吓 做 布朗 香 - 巴 斯 加 构 形 的 原 
故 。 这 样 襄 来 ,(9s)1 是 “对 偶 不 变 的 ”有 自 对 偶 ) 。 正 象 布朗 香 扎 可 
只 随意 选择 一 样 , 我 们 岂可 以 随意 选择 构 形 的 任何 直线 作为 巴 斯 


[LS 18] 透视 丙 法 ,无 穷 远 元 康利 平面 上 的 对 偶 原 理 i91 


图 131 


加 线 。 

应 用 无 穷 远 元 过 我 们 可 以 导出 上 述 巴 斯 加 定理 的 一 种 特别 捕 
形 , 这 种 特别 情形 如 不 借助 于 新 概念 ,似乎 与 原 定理 毫 不 相干 。 这 
是 说 , 将 忆 斯 加 右 移 到 无 穷 远 , 就 得 到 下 面 的 定理 (图 182) : 如 果 
天 这 形 的 顶点 相关 地 在 二 直线 上 ,而 且 如 果 有 两 对 对 边 分 别 平 行 ， 


图 139 


这 个 巴 斯 加 定理 的 特别 情形 时 做 巴巴 斯 (Pappus) 定理 。 

既然 知道 了 (9s)1 是 对 偶 不 变 的 ,就 容易 知道 (9)。 和 (9s)3 也 
是 对 货 不 变 的 。 因 为 ,如 末 不 然 , 旭 应 用 对 偶 原 理 于 构 形 (9:)。, 它 
的 唯一 可 能 的 对 偶 构 形 豆 是 (9)s 。 但 是 因为 (9s) :是正 即 的， 而 
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(93)3 不 是 ,由 此 可 昂 此 二 构 形 不 能 互 为 对 偶 。 

现在 我 们 来 谈 构 形 \10s) 。 要 想 了 解 这 类 构 形 中 最 重要 的 一 
个 , 即 德 沙 格 (Desargues) 构 形 , 必须 将 引进 的 焉 面 无 宠 远 元 素 和 和 
对 偶 原理 推广 到 空间 里 去 。 


$ 19、 无穷 远 元 素 和 空间 的 对 偶 原理 。 
德 沙 格 定理 各 德 沙 格 构 形 (10，) 

上 一 革 我 们 计 了 由 空间 的 投影 得 到 投影 于 面 的 概念 。 投 影 几 
何在 空间 中 添加 无 穷 远 元 素 , 将 空间 变 为 “投影 空间 ”。 投 影 空间 
在 许多 方面 显得 更 简单 些 。 但 是 现在 我 们 所 用 的 办 法 不 是 直观 
的 , 而 是 完全 抽象 的 。 首 先 , 我 们 根据 以 前 放 过 的 原理 , 在 普通 安 
天 的 所 有 平面 上 引进 无 穷 远 元 素 。 于 是 自然 就 会 想到 , 假定 一 切 
无 旁 远 点 和 无 穷 远 直 嫉 都 在 一 入 面 上 , 印 所 谓 安 间 的 无 穷 远 焉 面 
上 。 无 和 田 远 平面 具有 与 普通 空间 的 下 面相 同 的 性 质 , 这 是 说 :任何 
普通 玉 面 与 无 益 远 斑 面 交 于 一 直 生 , 即 普通 平面 上 的 无 淄 远 直线 ; 
任何 普通 直线 与 无 穷 远 平面 只 有 一 公共 无 旁 远 点 , 好 象 一 普通 直 
线 与 不 舍 此 直线 的 普通 在 面具 有 一 公共 点 一 样 。 此 外 , 二 村 面 当 
且 仅 当 有 相同 的 无 穷 远 直 线 时 才 焉 行 @ 。 

有 了 这 个 观点 , 空间 几何 中 的 许多 现象 此 可 化 简 。 上 比如 , 下 
行 投影 可 以 看 作 中 心 投影 的 特殊 情形 , 此 时 投影 中 心 是 一 无 穷 
远 点 。 再 比如 , 单 叶 双 曲面 和 双 曲 抛物 面 的 区 别 可 以 这 样 描写 : 单 
叶 双 曲面 与 无 劣 远 本 面 交 于 一 非 退 化 的 图 锥 曲 厂 , 双 曲 抛物 面 则 
与 无 穷 远 术 面 交 于 曲面 的 一 对 坪 厂 ,这 种 区 别 与 在 第 15 页 上 所 说 
的 是 一 回 事 ,在 那里 是 说 ,三 条 敬 科 直线 在 双 曲 抛物 面 上 而 不 在 单 
叶 双 曲面 上 , 当 且 仅 当 宅 们 下行 于 一 个 定 焉 面 的 时 候 。 事 实 上 ,这 


中 因为 二 平面 平行 的 性 质 和 和 窒 仙 有 公共 的 无 穷 远 直 糕 的 性 质 , 都 等 价 对 对 一 平 
面 -上 的 每 一 直 业 可 在 另 一 平面 上 作 一 平行 粮 的 性 质 。 


[$ 19] “无 穷 远 元 素 和 空间 的 对 俩 原理 。 德 沙 格 定理 和 德 沙 客 构 形 (T0s) 123 


就 是 说 ,三 条 直线 和 同一 条 无 穷 远 直线 相 葡 ,因此 这 无 执 还 直线 必 
在 该 曲面 上 ,因为 曲面 与 这 无 劣 远 直 线 已 有 三 个 交 扩 。 

在 投影 空间 里 , 显然 应 该 把 所 有 的 平面 都 看 成 投影 平面 , 唯 有 
这 样 ,平面 的 对 偶 原 理 才 能 对 所 有 平面 都 成 耶 。 虽 然 如 此 ,作为 一 
台 体 的 空间 也 有 与 平面 不 同 的 对 偶 原 理 。 

为 了 获得 空间 的 对 偶 原 理 , 我 们 也 要 象 在 平面 上 的 情形 那样 ， 
烈 出 一 组 公理 表 , 以 决定 投影 空间 中 点 、 直线 和 平面 的 结合 关系 ， 
同时 不 区 别 普通 元 素 与 无 穷 远 元 束 。 这 些 公理 可 以 写成 : 

1T， 二 平面 决定 一 条 卫 只 一 条 直线 ;不 过 同一 直线 的 三 平面 决 


和 
过 


雪 


”“ 医 将 点 和 焉 面 二 名 前 对 调 , 这 租 公理 仍旧 不 变 (这 时 第 一 个 公 
理 同 第 三 个 公理 对 调 , 第 一 个 不 变 ) 。 空 间 投影 几何 中 的 其 余 公理 
通过 这 样 的 对 调 也 仍旧 不 变 。 这 样 , 点 和 平面 互 成 对 偶 , 直 和 线 自 成 
对 偶 。 曲 面 上 所 有 点 与 另 一 曲面 上 的 所 有 切 平面 互 成 对 偶 。 安 间 
的 二 阶 曲面 自 成 对 偶 ， 这 种 情形 正好 与 在 面 的 图 锥 曲 夺 的 情形 类 
但 。 

最 简单 的 同时 也 是 最 重要 的 空间 投影 几何 定理 用 是 所 必 德 沙 
格 定理 。 德 沙 格 定理 这 样 就 (图 138) : 

玉 给 定 了 空间 三角 形 4BO 和 全 BO， 入 两 三 用 形 如 此 本 


呈 间 
过 


四 要 所 空间 第 一 公理， 二 相交 直线 
44' 和 BB' 决定 一 玉 面 。 直 区 4B 和 4'B' 当然 在 这 个 平面 上 ,所 
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- 以 根据 平面 的 结合 公理 , 这 二 直线 有 一 交点 忆 (及 可 以 是 普通 点 ， 
也 可 以 是 无 穷 远 点 ) 。 另 外 二 交点 S 和 了 的 存在 ,证 明 相仿 。 

定理 的 第 二 部 分 在 两 三 角形 不 共 面 的 情形 下 也 极 易 证 明 。 此 
时 两 三 角形 所 在 的 二 焉 面 决 定 一 址 楼 一 一 普通 的 或 无 穷 远 的 一 一 
(根据 空间 第 一 公理 ) 。 两 三 角形 的 每 对 相当 边 中 之 一 在 一 下 面 
上 , 另 一 边 在 另 一 平面 上 。 因为 我 们 已 经 知道 每 对 相当 边 交 于 一 
点 , 所 以 这 一 点 一 定 在 这 二 平面 的 交 线 上 。 这 就 证 明了 德 沙 格 定 
理 的 一 般 情形 。 

非常 重要 的 倒是 两 三 角形 共 面 的 特殊 情形 。 对 这 种 情形 的 证 
明 可 以 应 用 如 同 证 明 布 朗 香 定理 一 样 的 方法 , 即 把 空间 图形 投影 
到 平面 上 。 我 们 只 须 证 明 , 每 一 平面 德 沙 格 图 形 是 一 空间 德 沙 格 
图 形 的 投影 就 行 了 。 为 了 这 个 目的 , 将 斑 面 德 沙 格 图 形 的 所 有 点 
和 直 厂 与 图 形 下 面 外 一 点 8 联 千 起 来 (图 13 入 。 狼 过 直线 40 
作 一 平面 交 BS 于 不 同 于 8 的 一 点 Bu, 引 址 线 0B。。 直线 0B。 
和 B'S 在 一 平面 上 ， 因 而 有 一 交点 B 。 现 在 , 三 角形 4BoC 和 
4'BO' 作成 一 空间 德 沙 格 图 形 , 因为 速 结 相当 机 点 的 直线 通过 
O。 把 这 两 三 角形 的 二 平面 的 交 线 由 S 投射 到 原来 的 平面 上 , 便 
得 到 原来 三 角形 4BO 和 4'B'0' 三 对 相当 边 的 交点 所 在 的 直 著 。 
德 小 格 定理 证 明 完 毕 。 


- -4 三 一 一 “人 
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由 奉 面 对 偶 原理 和 空 半 对 偶 原 理 都 可 以 导出 德 沙 格 定理 有 趣 
的 推 匣 。 首 先 容易 知道 , 德 沙 格 定理 的 这 命题 也 对 , 即 从 德 沙 格 直 
线 (包含 两 三 角形 三 对 相当 边 的 交点 ) 的 存在 可 推出 德 沙 格 点 (三 
对 相当 顶点 的 连 线 都 通过 宅 ) 的 存在 。 在 两 三 角形 共 面 的 情况 下 ， 
德 沙 格 定理 逆 命 题 其 实 也 就 是 应 用 琅 面 对 偶 原 理 于 德 沙 格 定理 所 
得 的 结果 。 为 了 说 明 这 一 扩 , 令 将 二 定理 对 照 写 出 如 下 : 

本 烙 定 了 三 对 点 44,BB，| 。。 器 给 定 了 三 对 直 oa 


二 


CO ,而且 三 对 所 的 连 缕 共 点 ，| 82', ce'， 而 且 三 对 直线 的 交 所 


则 三 对 直 芒 4 和 和 4.B ,BO 和 | 共 入 , 旭 三 对 点 (o5) 和 (wb ， 
BO, GC4 和 C4' 的 交点 其 | (Be) 和 (be)，(o) 和 (eo) 的 
连 艇 太太 。 

现在 我 们 来 考察 由 两 个 共 面 的 德 沙 格 三 角形 的 盾 太 和 边 , 过 
同 三 对 相当 顶点 的 连 线 , 三 对 相当 边 的 交 扩 , 德 沙 格 扩 0 和 德 沙 格 
线 g 所 和 组 成 的 图 形 (图 185) 。 数 一 数 , 就 知道 这 个 图 形 是 (10s) 型 
的 构 形 , 它 叫 做 德 沙 格 构 形 。 它 与 巴 斯 加 构 形 有 相同 的 性 质 , 可 
是 当 图 形 顺 序 作出 时 最 后 的 结合 关系 日 然 满足 。 其 次 , 德 沙 格 构 
形 也 象 巴 斯 加 构 形 一 样 , 是 自 对 偶 的 。 这 因为 构 形 弃 代 表 德 沙 格 
定理 又 代 玫 它 的 逆 定 理 , 而 后 者 恰 是 前 者 的 对 倡 。 

下 面 我 们 来 活 看 ,应 用 空间 对 偶 原 理 于 空间 德 沙 格 定理 的 情 
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形 。 有 下 列 对 照 的 条 文 : 

役 给 定 了 三 对 点 44BB，| 。。 融 葵 定 了 三 对 平面 oa 
CO ,市 且 夺 对 点 的 速 辣 共 点 。 | 86'，Y7"， 而 且 三 对 平面 的 
上 和 (Ya) 决定 的 三 下 面 基 楼， 

图 136 说 明 右 面 的 定理 。 在 这 个 定理 中 两 三 角形 代 以 由 平面 
o 1 7 和 a, B', Y 作成 的 两 三 面 角 。 与 平面 的 情形 相当 ,我 个 
现在 考虑 由 二 德 沙 格 三 面 形 ,连同 由 三 对 对 应 楼 决定 的 平面 ,三 对 
对 应 面 的 交 线 ,“ 德 沙 格 斑 面 ” (图 136 中 的 ac BB8', YY') 积 “ 德 
z 沙 格 线 (图 中 的 广 W) 租 成 
的 图 形 。 这 个 空间 的 图 形 
与 任 一 不 包 售 了, W, 了 了， 
了 ,ZZ 各 太 的 斑 面 的 交 线 
是 下面 德 沙 格 构 形 ,因为 
德 沙 格 三 面 形 与 平面 交 于 
德 沙 格 三 角形 。 空 障 图 形 
的 至 面 和 站 线 对 应 于 平面 
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构 形 的 直线 和 点 。 但 是 ,空间 图 形 有 一 个 内 在 的 对 称 性 ,未 在 平面 
图 形 中 得 汉 反 映 :空间 图 形 是 由 五 点 广 , 玫 , 了 ,了 ,2Z 所 决定 的 所 
有 的 过 线 及 平面 作成 的 ,着 且 五 点 所 处 的 地 位 完全 平等 。 反 过 末 ， 
每 一 空间 完全 五 点 形 都 可 以 变 为 空间 德 沙 格 图 形 , 只 要 任意 选择 
其 中 的 两 点 作为 德 沙 格 三 面 形 的 顶点 @ 。 由 于 容 因 图 形 所 有 直线 
和 所 有 平面 的 地 位 平等 , 所 以 平面 德 沙 格 构 形 的 点 和 直线 也 是 如 
此 。 这 就 证 明了 德 沙 格 构 形 是 正则 的 , 因而 在 构 形 中 德 小 格 点 或 
德 沙 格 直 和 线 可 以 任意 选择 2 。 

现在 我 们 把 德 沙 格 构 形 者 为 互 作 内 人 外接 的 两 个 五 边 形 。 为 了 
这 个 目的 ,第 一 步 要 看 在 构 形 中 是 否 可 找 出 一 个 五 边 形 , 使 五 边 形 
的 顶点 和 边 是 构 形 的 元 素 , 而 且 没 有 三 个 相继 的 项 反 在 一 直线 上 。 
这 个 问题 如 果 回 到 空间 的 五 点 形 上 去 , 就 可 简化 许多 。 竺 面 多 边 
形 的 顶点 对 应 空间 五 点 形 的 棱 。 由 于 平面 多 边 形 每 两 个 相继 的 项 
点 必 在 构 形 的 一 直线 上 ,所 以 对 成 的 棱 必 在 一 平面 上 , 因此 一 定 相 
交 。 要 使 三 个 相继 的 顶点 不 在 一 直线 上 , 只 须 攻 免 对 应 的 楼 在 一 
在 面 上 ; 而 这 种 情形 当 旦 仅 当 三 个 相 儿 的 楼 作成 一 个 三 角形 的 时 
修 发 生 。 才 按 任何 次 序 走 过 空 间 五 点 形 的 硕 扣 这, WW 六 ,了 ,2， 
比方 说 , 就 按 方才 写 的 次 序 , 则 得 到 我 们 所 要 求 的 闭 楼 折线 , 它 欠 
出 我 们 所 要 求 的 平面 构 形 的 一 个 五 边 形 。 但 是 空 关 五 把 形 的 楼 还 
有 没有 用 过 的 , 泡 们 作成 另 一 个 同类 的 空间 多 边 形 。 因 为 , 裤 关 五 


@ 这 里 , 只 要 求 五 点 是 一 般 位 置 的 情形 ,也 就 是 其 中 浸 有 四 个 点 共 面 的 , 因此 也 

@ 空间 的 完全 "点 形 , 指 连 接 空 间 处 于 一 般 位 置 的 1 个 点 的 资 烧 和 平面 所 粗 成 
的 图 形 。 也 集 n 一 5 那样 ,对 于 任意 的 完全 1 点 彩 由 不 通过 此 形 任何 项 点 的 平面 入 
出 来 的 图 形 是 一 构 形 。 这样 的 构 形 是 正则 的 。 它们 的 类 型 为 =? 中 ”7 一 n 一 2， 
9 了 一 33 一 3。 由 此 可 知 ， 当 Pp 一 9 时 只 得 出 一 种 特殊 类型 的 狗 形 , 即 
n=5 的 情形 。 其 他 正则 的 构 形 可 以 在 高 内 空间 里 用 处 在 一 般 位 置 的 4 个 点 得 到 。 这 
些 构 形 都 叫做“ 多 面 的 ”。 


128 投影 构 形 i 第 三 意 ] 


边 形 每 一 顶点 一 共 与 四 个 棱 相 和 结合 , 其 
中 的 两 个 已 在 第 一 次 的 路 嫉 中 用 过 , 所 
以 通过 空间 五 边 形 的 每 一 顶点 有 两 个 
未 用 过 的 楼 。 第 二 个 楼 折线 对 应 构 形 的 
第 一 个 五 边 形 。 稍 加 思 罕 ， 可 知 第 二 个 
五 边 形 必 内 接 于 第 一 个 五 边 形 。 由 于 对 
称 关系 , 第 一 个 也 内 接 于 第 二 个 。 在 图 137 a, b 上 表示 空间 体系 
和 两 个 下 面 五 边 形 的 关系 。 


我 们 也 可 以 在 空间 五 点 形 中 找 出 和 在 面 构 形 中 的 五 边 形 对 应 
的 其 他 类 型 的 五 楼 体系 。 图 138 是 一 例 。 但 是 可 以 验证 , 不 能 把 
其 他 五 个 楼 作 输 换 排 列 ,使 任意 两 个 连 种 的 楼 有 一 公共 点 ,而 且 没 
有 三 个 连续 的 楼 作成 一 三 角形 。 因 此 
起 初 欠 出 的 作 图 已 经 章 尽 了 一 - 切 可 能 
的 情形 。 因 为 顶点 的 每 种 排列 对 应 于 
图 形 的 一 个 自 同 构 , 又 因为 空间 五 点 
形 之 分 为 两 个 玉楼 折线 完 全 由 第 一 次 
路 线 的 顶点 次 序 决定 ,所 以 我 们 知道 ， 
若 不 计 自 同 构 , 德 沙 格 构 形 只 能 分 成 
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一 种 相互 内 接 的 两 个 五 边 形 。 

是 否 德 沙 格 构 形 可 以 看 作 内 外 
接 于 自己 的 十 边 形 呢 ,而 且 有 和 多少 
种 这 样 的 十 边 形 呢 ? 这 个 开题 也 可 
以 用 相同 的 方法 解决 。 不 难 证 实 ， 
对 应 这 样 十 边 形 的 空间 楼 折线 的 排 
列 一 定 有 如 图 139 的 形状 。 因 此 ， 
必 有 一 种 方法 将 德 沙 格 构 形 解 释 为 内 外 接 于 自己 的 十 边 形 ; 而 且 
除 自 同 构 不 计 外 ,只 有 一 种 方法 (图 140) 。 从 图 140 可 以 发 现 一 种 
规律 :如 果 我 个 党 着 十 边 形 的 各 边 依 次 从 点 1 走 到 点 2, 从 点 2 走 
到 点 3 等 等 ,那么 每 边 上 要 漏 掉 一 个 顶点 ,而 所 漏 掉 的 顶点 的 号 码 
作成 一 个 序列 ,序列 中 相 邻 二 号 码 交 错 地 相差 和 3 (例如 在 边 23 
上 漏 掉 5, 34 边 上 漏 邱 8, 45 边 上 漏 掉 7, 56 边 上 漏 掉 10, 等 等 ) 。 
在 这 空间 体系 中 还 可 以 发 现 这 种 十 边 形 的 另 一 种 性 质 , 就 是 十 边 
形 的 各 边 交 钳 属 于 两 个 相互 内 接 五 边 形 的 边 。 


德 沙 格 构 形 不 是 构 形 (10 中 的 唯一 构 形 , 此 外 还 有 其 他 九 种 
可 能 的 表 , 其 中 有 一 个 弃 不 能 在 实 丕 面 上 实现 ,也 不 能 在 复数 往 面 
上 上 实现 , 因为 构 形 的 方程 组 不 相 容 ， 这 一 点 中 (7;) 的 表 的 性 质 相 
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同 。 与 此 相反 , (10;) 的 其 余 八 个 构 形 却 与 构 形 (9s) 相仿 , 序 都 可 

2 。 ”以 用 址 尺 作出 。 但 是 跟 德 

小 格 构 形 又 有 不 同 , 它们 

最 后 的 千 合 条 件 不 是 自然 

满足 的 。 由 此 可 知 这 八 个 

构 形 不 能 表示 一 个 几何 定 

理 , 因而 不 象 德 沙 格 构 形 

sy 那样 重要 。 图 141 表示 八 

个 构 形 之 一 。 如 各 点 吐 次 

如 图 所 示 ， 则 这 一 构 形 也 可 以 表 为 相互 内 外 接 于 自己 的 十 边 形 ， 

不 过 这 里 两 个 相 邻 的 漏 掉 的 顶点 的 号 码 的 差 总 是 1。 在 这 样 安排 

时 ,所 有 的 不 点 都 处 于 平等 地 位 ,同时 边 可 以 和 顶点 互 换 。 由 此 可 
见 , 这 个 构 形 是 正则 的 ,同时 也 是 自 对 偶 的 。 
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前 面 我 们 看 到 了 最 后 一 个 巴 斯 加 定理 和 德 沙 格 定理 有 诈 多 相 
似 的 地 方 。 这 两 个 定理 都 是 借用 空间 图 形 的 抽 影 来 证 明 的 。 这 两 
个 定理 都 产生 构 形 , 而 且 是 十 分 相 象 的 构 形 : 它们 都 是 正则 的 , 自 
”对 偶 的 , 都 能 只 用 直 尺 作出 , 最 后 的 结合 条 件 是 自然 满足 的 , 都 可 

以 表 为 内 外 接 于 自己 的 多 边 形 。 

虽然 如 此 , 这 两 个 定理 也 还 有 原则 上 的 区 别 。 我 们 用 以 永明 
德 沙 格 定 理 的 空间 图 形 , 只 要 根据 空间 的 结合 公理 而 不 须 假定 其 
他 另外 的 公理 序 可 作出 。 然 而 布朗 香 - 巴 斯 加 构 形 却 是 另 一 回 事 ， 
它 是 由 考察 二 阶 曲 面 得 来 的 。 矶 然 看 来 , 似乎 证 明 的 核心 不 过 是 
考虑 空间 六 边 形 的 点 、 直线 和 在 面 之 闫 的 结合 关系 , 但 经 仔 和 组 研 
究 , 就 可 知道 这 样 的 空间 六 边 形 的 作 图 实质 上 等 于 作 一 个 二 阶 直 
和 纹 曲 面 ,这 种 作 图 的 可 能 性 不 能 单 集结 合 公理 证 明 。 
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在 第 一 章 里 ,我 们 便 以 度量 为 依据 引进 二 阶 曲线 和 二 阶 曲 面 。 
或 许 有 人 因此 便 据 测 巴 斯 加 定理 不 依靠 长 度 和 角 的 比较 便 不 能 证 
有 明 。 但 是 二 阶 曲 线 和 二 阶 站 坷 曲面 也 可 以 不 用 度量 方法 而 只 用 投 
影 方法 产生 。 这 种 方法 , 可 使 已 知 直 线 上 的 点 如 此 映射 成 其 他 任 
一 直线 上 的 点 : 在 第 一 直线 上 的 任意 已 知 三 点 可 搬 到 第 二 直线 上 
的 任意 已 知 三 点 , 而 且 第 一 直线 上 的 调和 点 变 为 第 二 直线 上 的 调 
和 点 。 这 样 我 们 就 说 , 第 一 直线 投影 映射 到 第 二 直线 上 。 这 种 吴 
象 的 作 图 只 需要 平面 和 空间 的 车 合 公理 就 够 了 。 但 是 要 想 根 据 二 
已 知 条 人 三 点 的 映 象 可 以 任意 糖 
定 一 一 来 证 明 对 于 直线 上 的 所 有 的 点 , 映 象 是 了 唯一 决定 的 , 这些 
公理 就 不 够 了 。 为 了 这 个 目的 , 我 们 须 用 一 个 下 面 就 要 表述 的 连 
绩 公 理 。 不 过 投影 的 唯一 性 在 上 述 意 义 下 一 轻 证 明 , 则 最 一 般 的 
二 阶 直 元 曲面 就 可 规定 为 一 条 动 直 线 扫 过 的 曲面 , 而 此 直线 是 连 
车 形成 投影 关系 的 两 条 固定 的 葵 匀 直线 上 的 相当 点 。 从 投影 映 象 
的 叭 一 性 可 知 还 有 第 二 族 直 厂 也 在 如 此 规定 的 曲面 上 。 如 果 成 投 
影 关 系 的 二 直线 不 是 均 衬 的 而 是 相交 的 , 则 连结 相当 点 的 直线 在 
一 平面 上 移动 并 包 和 络 一 个 二 阶 曲 线 。 投 影 儿 何 学 上 一 切 重要 的 二 
阶 曲 娘 的 性 盾 都 可 以 根据 这 个 定义 推导 出 来 。 

要 完全 了 解 连 生 观念 , 须要 用 两 个 性 质 不 同 的 公理 。 但 为 了 
永明 投影 映 象 的 唯一 性 ,只 要 用 其 中 一 个 公理 , 序 阿 基 米 德 公理 就 
够 了 。 阿 基 米 德 公理 的 算术 说 法 是 这 样 : 融 w 和 4 是 任意 二 正 数 ， 
不 管 a 有 多 小 ,4 有 多 大 ,把 4 跟 自己 相 加 ,加 到 充分 多 次 , 则 在 有 
限 次 步 马 以 后 ,总 可 以 使 其 和 大 于 和 4: 

oatwit.…+o>A, 
这 个 公理 是 拿 一 个 长 度 去 度量 另 一 个 长 度 所 必需 的 条 件 , 因此 这 
样 形式 的 公理 组 成 度量 几何 基础 的 重要 部 分 。 我 人 也 可 以 不 用 度 
量 概念 , 而 把 公理 表述 为 : 设 答 定 一 平行 站 栈 ( 图 142) , 又 设 0O 和 
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图 142 


4 是 其 中 一 直线 上 的 二 点 。 在 另 一 直线 上 任 取 一 点 及, 连 0, Bi 
成 一 直线 。 通 过 Bi 与 第 一 直线 上 的 0 和 4 之 间 的 一 点 C1 引 直 
线 。 通 过 01 作 OP 的 平行 线 , 设 与 第 二 本 和 线 交 于 B。 。 过 Bs 作 
直线 BiCa 的 平行 线 , 设 与 第 一 直 嫉 交 于 CO。 。 如 此 继续 作 0B1 和 
PaCz 的 平行 线 。 阿 基 米 德 公 理 说 , 名 过 有 限 次 步 歧 以 后 , 在 直线 
04 上 上 总 可 达到 不 在 2 和 .4 之 疝 的 一 点 Cr 。 在 阿 基 米 德 公 理 的 
这 种 表达 方式 中 , 已 炙 用 到 在 一 直线 上 一 点 介 于 其 他 二 点 之 间 的 
概念 。 要 想 把 这 一 失 的 叙述 讲 得 更 精确 些 , 还 需要 另 一 组 公理 , 即 
次 序 公 理 。 这 一 租 公 理 我 们 不 放 了 。 与 此 相反 , 平行 概念 只 是 用 来 
使 公理 的 叙述 简明 和 易于 了 解 。 但 对 投影 几何 网 目的 来 说 , 那 只 
要 能 够 作出 象 图 143 那样 的 图 形 就 够 了 。 这 张 图 是 由 图 142 用 中 


图 143 
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心 投 影 法 投 到 另 一 平面 上 而 求 的 。 

平面 和 空间 的 精 合 公理 , 与 灵 序 公理 和 阿 基 米 德 公理 一 起 就 
足够 证 明 痊 定 三 对 对 应 点 时 投影 映 象 的 唯一 性 。 但 永明 宛 长 而 硕 
殖 。 从 平面 投影 映 象 的 唯一 性 可 以 证 明 最 后 一 个 巴 斯 加 和 布朗 香 
定理 (永明 不 借用 任何 的 空间 作 图 ) 。 

在 空间 内 德 沙 格 定理 可 以 只 用 精 合 公理 证 明 。 但 是 如 不 借用 
空间 作 图 而 证 明 平 面 的 定理 , 即使 在 辕 合 公理 之 外 再 加 上 阿 基 米 
德 公理 和 次 序 公理 ,也 还 不 够 。 不 过 ,如 不 用 阿 基 米 德 公 理 而 用 和 
面 灶 合 公理 ,次序 公 理 和 合同 仅 理 ,也 可 以 证 肯 。 

如 果 去 掉 空间 辕 合 公理 , 旭 对 于 最 后 一 个 巴 斯 加 定理 的 影响 
同 德 沙 格 定理 一 样 。 因此 在 让 明 时 只 须 用 平面 的 精 合 公理 、 次 序 
公理 和 合同 公理 。 但 是 只 根据 平面 公理 而 不 用 空间 公理 , 也 可 以 
看 出 这 两 个 定理 有 很 大 的 区 别 。 巴 斯 加 定理 不 能 应 用 平面 烙 合 公 
理 和 平面 德 沙 阁 定理 证 明 , 但 是 德 沙 格 定理 却 可 以 根据 平面 糙 合 
公理 和 巴 斯 加 定理 证 明 。 我 们 以 下 坛 就 德 沙 格 缕 是 平面 上 的 无 闪 
远 炎 这 一 特别 情形 加 以 证 明 。 也 跟 阿 基 米 德 公理 的 叙述 一 样 ,加 
上 这 个 假设 不 过 是 使 证 明 简短 些 和 容易 了 解 里 了 。 因 此 我 们 作 下 
列 的 假定 : 

长 有 三 直线 44', BB', 00' 通过 点 0。 又 裔 4B 1 4'B'， 
AOC 1 4'0'。 应 用 最 后 一 个 巴 斯 加 定理 证明 BC | BC。 

为 了 证 明 , 通过 4 作 0B 的 平行 线 , 长 与 40' 交 于 工 ,与 00 
交 于 允 。 再 器 直线 研 B' 与 直线 4B 交 于 入。 应 用 巴 斯 加 定理 于 
此 图 形 三 次 ,每 次 都 用 其 特殊 形式 , 即 在 第 121 页 上 所 说 的 巴巴 其 
定理 ,首先 我 们 看 , ON4L4'B' 是 一 巴 斯 加 天 边 形 ,因为 坟 个 点 交 
错 在 二 直线 上 。 由 假 订 , 入 4 1 .4'B'， 由 作 图 4L BIO。 所 以 根 
据 巴 巴 斯 定 理 , 坟 边 形 的 第 三 对 对 边 也 必 平 行 , 序 ON | .4C。 其 次 
我 们 再 看 巴 斯 加 天 边 形 OWM4OB。 在 这 里 有 ON 1 4C, 这 
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是 上 面 证 明 过 的 ,又 由 假 摧 , MA 
1 B80。 因此 根据 巴巴 斯 定理 ， 
NM 1 0B。 最 后 我 们 看 巴 斯 加 大 
边 形 ONMLO'B', 在 这 里 有 0N 
LO',， ML B'O, 一 如 上 渴 , 可 
知 YN 1 C'B'。 因 为 我 们 在 前 面 
的 步 又 中 售 经 证 明 过 NXM | 0， 
从 此 得 知 断 言 BO | B'C' 正确 。 

任何 只 涉及 平面 上 交点 的 定理 都 可 以 从 德 沙 格 定理 和 巴 斯 加 
定理 导出 。 因为 方才 我 们 证 明 过 , 德 沙 格 定理 是 巴 斯 加 定理 的 一 
个 推论 , 所 以 可 以 这 样 说 , 巴 斯 加 定理 是 平面 上 最 重要 的 交点 定 
理 , 从 而 构 形 (9s): 代表 平面 几何 中 最 重要 的 图 形 。 


$ 红 ， 人 空间 构 形 导 禹 


构 形 的 概念 可 以 从 平面 推广 到 空间 。 一 个 空间 构 形 , 是 指 一 
组 点 和 平面 ,其 中 的 每 一 点 与 同 数 的 平面 相 灶 合 ,每 一 平面 与 同 数 
的 点 相 竺 合 。 合 乎 这 种 规定 的 一 个 最 简单 的 构 形 由 空间 德 沙 格 定 
理 答 出 。 在 这 里 我 们 仍旧 沿用 相当 的 平面 构 形 的 十 个 点 作为 空 关 
构 形 的 点 ， 至 于 构 形 的 平面 我 们 用 两 个 三 角形 的 平面 与 包含 德 沙 
格 点 和 两 个 三 角形 相当 边 的 三 个 平面 。 这 样 说 来 , 每 一 点 上 有 三 
个 平面 通过 ,每 一 平面 上 有 六 个 点 。 与 平面 构 形 的 理由 相同 ,空间 
构 形 四 特征 值 适 合 方程 5x6=10x3。 

除 由 点 和 平面 租 成 的 空间 构 形 外 , 我 们 也 可 以 考虑 由 点 和 让 
绕组 成 的 构 形 ,如 同 于 面 构 形 那 样 , 构 形 中 的 每 一 点 与 同 数 的 直线 
相 粘 合 , 每 一 直 嫉 与 同 数 的 点 相 辕 合 。 这 两 种 不 同 的 观点 常 可 应 
用 于 同一 图 形 。 上 比如 , 出 才 说 过 的 空间 德 沙 格 图 形 即 产生 由 点 和 
直线 和 组成 的 空间 构 形 , 而 这 一 空间 构 形 实质 上 是 与 平面 德 沙 格 构 
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形 等 同 的 。 同样 , 许多 比较 更 复杂 的 点 和 平面 的 构 形 也 常 产生 点 
和 直线 的 构 形 , 但 直线 是 平面 的 某 些 交 线 ,点 是 原 构 形 的 点 。 反 
之 ;点 和 直线 的 构 形 也 常 可 变 为 点 和 平面 的 构 形 ,只 要 补充 以 由 原 
构 形 的 直 厂 决定 的 几 个 平面 即 可 。 

也 象 平面 的 情形 那样 ,让 我 们 先 谈 点 数 和 平面 数 相 等 的 构 形 ， 
也 就 是 先 谈 由 Pp 个 点 和 个 平面 组成 的 构 形 。 假 如 每 个 点 与 % 个 
丕 面相 和 结合, 则 跟 平 面 上 的 理由 相同 , 每 个 平面 也 应 与 % 个 点 相 
和 结合。 我 们 用 (pw) 代表 这 类 的 构 形 。 

如 果 不 打算 讨论 无 关 紧 要 的 情形 ，% 至 少 必须 是 4。 当 p<7 
时 , 构 形 (ps) 不 存在 。 当 p=8 时 ,可 以 作出 五 种 不 同 的 表 , 这 五 种 
表 都 能 用 几何 方法 实现 。 (84) 中 的 一 个 构 形 ,所 谓 默 必 斯 构 形 , 在 
几何 上 其 为 重要 ;因为 最 后 的 糙 合 条 件 自然 满足 ,所 以 这 个 构 形 才 
示 一 个 几何 定理 。 这 个 构 形 是 由 相互 作 内 外 接 的 两 个 四 面体 构成 
的 。 

构 形 越 复杂 ， 可 能 性 的 数目 也 越 大 , 因 之 也 就 不 易 掌 握 全 狂 。 
例如 , 已 猎 知 道 在 (94) 中 至 少 有 26 种 可 用 几何 方法 实现 的 构 形 。 
因此 ， 我 们 只 预备 讨论 特别 重要 的 而 且 在 其 他 数学 披 域 里 占 着 一 
定 地 位 的 两 种 空间 构 形 。 其 一 是 雷 耶 (Reye) 构 形 , 其 二 是 施 累 弗 
利 (Sehlifli) 双关 构 形 。 


8 22. 兴 耶 构 形 


蚀 耶 构 形 由 十 二 个 点 和 十 二 个 竺 面 租 成 。 这 个 构 形 代表 投影 
几何 的 一 个 定理 ,因此 最 后 的 精 合 条 件 是 自然 满足 的 ,而 不 广 点 和 
平面 的 配置 如 何 。 但 为 了 便于 坦 观 想象 ， 我们 姑且 把 这 个 构 形 中 
的 各 点 排 成 一 种 特殊 的 对 称 形 式 。 

取 一 立方 体 , 以 立方 体 的 这 十 二 个 点 作为 构 形 中 的 点 : 八 个 顶 
点 ,立方 体 的 中 心 点 ,三 个 各 由 四 条 平行 楼 相交 所 废 的 无 窍 远 点 。 
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这 样 的 无 穷 远 点 共有 三 个 (图 145) 。 以 立方 体 的 这 十 二 个 平面 作 
为 构 形 中 的 平面 :立方 体 的 六 个 面 ,通过 每 对 对 楼 的 坟 个 对 角 面 。 
这 样 产生 的 图 形 , 在 每 一 平面 上 有 坟 个 点 , 这 六 个 点 是 : 立方 体 每 
一 面 上 的 四 个 顶点 和 访 面 上 的 两 个 无 穷 远 点 ; 每 一 对 角 面 上 的 四 
个 顶点 和 喜平 面 上 的 一 个 无 穷 远 点 和 立方 体 的 一 个 中 心 点 。 另 一 
方面 , 每 一 点 有 坟 个 平面 通过 : 通过 立方 体 中 心 点 有 六 个 对 角 面 ; 
通过 每 一 顶点 有 三 个 面 和 三 个 对 角 面 , 通过 每 一 无 穷 远 点 有 四 个 
面 和 两 个 对 角 面 。 因 此 ;的 确 作 出 了 一 个 由 点 和 平面 组 成 的 构 形 ， 
它 的 符号 应 该 是 (126) 。 z 


NI WA 
NA 
2 二 


图 145 

上 面 的 图 形 也 可 以 解释 为 点 和 直线 的 构 形 。 为 此 , 我 们 选 出 
平面 的 儿 条 交 线 , 即 立 方 体 的 十 二 个 本 和 四 个 对 角 线 。 每 一 直线 
上 有 三 个 点 ,部 每 一 棱 上 有 两 个 项 点 和 一 个 无 的 远 点 ;每 一 对 角 线 
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上 有 两 个 顶点 和 立方 体 的 中 心 。 其 次 ,通过 每 一 点 有 四 条 直 矿 , 印 
通过 每 一 顶点 的 有 三 个 楼 和 一 个 对 角 悉 ; 通过 立方 体 中 心 的 有 四 
个 对 角 娘 ;通过 每 一 无 劣 远 点 的 有 四 个 楼 。 由 此 可 见 , 雷 耶 构 形 中 
的 点 和 直 绥 作成 一 个 (12416*) 型 的 构 形 。 

再 有 ,只 要 数 一 数 , 即 可 知道 ,通过 每 一 直线 有 三 个 平面 ,每 一 
平面 上 有 四 条 直线 ， 每 一 平面 上 的 四 条 直 艇 和 六 个 点 作成 一 个 完 
公 四 边 形 。 

需 耶 构 形 常 见于 许多 与 几何 发 生 关 系 的 体系 中 , 例如 下 面 就 
要 讨论 的 四 球 的 相似 中 心 体系 。 | 

大 家 知道 ,二 图 或 二 球 的 相似 中 心 是 指 二 点 ,这 二 点 内 外 分 二 
加 或 二 球 连 心 黎 段 之 比 等 于 二 什 径 之 比 ; 分 点 在 连 心 嫉 段 上 的 叶 
相似 内 心 ,在 延长 艇 上 的 叶 相 似 外 心 。 如 果 所 说 的 是 二 圆 的 情形 ， 
而 且 每 图 在 另外 一 加 之 外 , 则 相似 内 心 是 二 图 内 公 切 钱 的 交点 , 相 
但 外 疙 是 二 圆 外 有 公 切线 的 交点 (图 146) 。 以 连 心 矿 为 轴 将 图 形 回 
转 , 得 到 二 球 的 相似 中 心 和 切 芍 的 类 似 性 质 (不 过 也 有 不 同 的 地 
方 : 一 球 还 有 音 多 公 切 线 不 通过 相似 中 心 )。 我们 分 别 用 ( 记 ) 和 
(Gi)' 代 表 二 加 或 和 二 球 i 和 的 相似 外 心 和 内 心 。 

现在 设想 有 三 个 回 或 三 个 球 1，2, 3。 它们 各 有 三 个 相似 内 心 


图 146 
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各 三 个 相似 短 心 , 所 以 一 共有 六 个 相似 中 心 。 假定 三 图 或 三 球 的 
中 心 不 共 厂 而 作成 一 个 三 角形 , 那 末 就 没有 两 个 相似 中 心 能 重合 ， 
面 且 六 个 相似 中 心 也 不 能 共 线 。 根据 蒙 日 (Monge) 定理 , 三 个 相 
似 和 外 心 (12)，(28) ，(31) 必 共 线 , 而且 每 二 圈 ( 球 ) 的 相似 外 心 同 另 
外 两 对 图 ( 球 ) 的 两 个 相似 内 心 共 线 ,例如 (31), (12)' 和 (23)'@ (图 
147) 。 由 此 可 知 , 所 有 的 相似 中 心 在 四 条 直线 上 ,这 四 条 直 革 叫做 
1 2, 3 的 相似 轴 。 蒙 日 定理 可 以 概括 急 述 如 下 ; 六 个 相似 中 心 和 
四 条 相似 提 租 成 完全 四 边 形 的 六 个 点 和 四 条 直线 , 其 中 的 图 ( 球 ) 
心 1 ,2, 3 是 对 边 三 角形 的 顶点 。 信 后 我 们 将 用 (123) 表示 包含 三 
个 相似 外 心 的 相似 轴线 , (1'23) 表 示 通 过 (23) ，(12) 和 (13)' 的 相 
似 轴 ,等 等 。 


图 147 


有 了 以 上 的 准备 ,我 们 进入 四 个 球 的 讨论 。 今 假定 四 球 1 9， 

@ 证 明 设 园 1 2, 3 的 伞 乱 分 别 为 rt ray ys。 则 三 个 相似 外 心 将 三 圆心 作成 
的 三 角形 的 边 分 成 比 -A 一 人 -7 三 个 比 之 积 是 一 1。 因 此 氛 梅 灰 劳 斯 
(Menelaus) 定理 ， 三 外 心 在 一 直线 .E。 假如 把 两 个 相似 外 心 换 作 相当 的 相 做 内 心 ， 
则 有 二 比 变 了 符号 。 因此 ,三 比 之 积 还 是 等 也 一 1， 这 就 是 襄 ,我 们 闵 得 到 了 三 个 共 术 
点 。 
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3, 4 的 球 心 不 完 全 在 一 平面 上 , 因 之 ,没有 三 个 球 心 是 在 一 直 粮 上 
的 (参看 图 148) 。 我 们 汤 阁 : 四 球 的 所 有 相似 中 心 和 相似 轴 粗 成 
需 耶 构 形 的 点 各 直接。 因为 从 四 个 球 1，2, 3, 4 中 每 次 取 一 对 ， 
有 六 种 不 同 的 取 法 ,又 因为 每 一 对 有 一 个 相似 外 心 和 一 个 相似 内 
心 ,所 以 一 共有 十 二 个 相似 中 心 。 其 次 , 相似 轴 的 确 数 是 16。 因 为 
从 四 个 球 中 每 次 取 三 个 ,共有 四 种 取 法 ,而 每 三 个 球 有 四 个 不 同 的 
相似 轴 , 例 如 (123) ，(1'23) ，(12'3) ，(128') 。 还 有 ,每 个 轴 与 三 个 
点 相 精 合 , 例如 (123) 与 (12) ，(23) ，(13) 相 精 合 。 每 个 点 与 四 个 
轴 相 糙 合 ,例如 (12) 与 (123) ，(123”) ，(124) ，(124)) 相 精 合 , (12)" 
与 (1'28) ，(12'8) ，(1'24) ，(12'4) 相 千 合 。 


这 样 改 来 ,相似 中 心 和 相似 轴 事 实 上 作成 一 构 形 (12416s) 。 要 
证 明 这 个 构 形 与 雷 耶 构 形 等 同 , 还 必须 找 出 十 二 个 适当 的 平面 来 。 
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普 先 取 四 个 平面 ,每 一 平面 包括 三 个 球 心 。 在 任 一 如 此 的 平面 上 ， 
点 和 轴 作 成 一 完全 四 边 形 ,正如 雷 耶 构 形 的 情形 。 要 找 出 其 余 八 个 
这 样 的 焉 面 , 只 要 取 交 于 构 形 中 的 一 点 的 二 相似 轴 所 决定 的 其 他 
在 面 就 成 。 但 这 样 的 两 个 轴 必 须 属 于 不 同 的 三 数组 ， 因 为 任意 同 
一 三 数组 的 二 轴 ，, 例如 (123) 和 (1 23) ， 乃 是 包含 三 个 球 心 的 平面 
[在 本 例 中 是 (123)], 因此 没有 得 到 新 的 平面 。 让 我们 从 只 包含 
两 个 相似 外 心 的 轴 , 例 如 从 (123) 和 (124) 开 始 。 它 们 决定 一 斑 面 ， 
此 平面 包含 (12) 。 除 此 之 外 , 这 一 平面 还 包含 两 个 轴 上 的 其 他 四 
点 ;部 (13)，(23) ，(1 和 和 (24)。 但 点 (23) 和 (24) 也 在 (234) 上 ,而 
此 轴 了 还 包含 另外 一 个 相似 外 心 (3 和。 因此 所 有 的 大 个 相似 外 心 都 
在 我 们 上面 所 说 的 那个 平面 上 。 这 个 平面 还 包含 其 他 的 “外 ” 畦 
(134) 积 (234)， 因 此 , 这 个 平面 实际 上 与 大 个 点 和 四 条 直线 相 竺 
合 。 现 在 我 们 来 看 不 同 的 三 数组 的 两 个 相交 的 轴 ; 一 个 是 “外 ” 轴 ， 
一 个 是 “内 ” 韩 的 情形 。 因 为 这 两 个 轴 的 交点 必然 是 外 心 ,而 且 所 有 
的 数字 作用 相等 , 我 们 可 以 取 二 韩 (123) 和 (124)) 作 代表 。 这 二 加 
除了 交点 (12) 外 ,还 包含 (18),(23),，(14) "和 (24) ' 猎 点 。 跟 上 面 的 
道理 相同 ,可 知 轴 (134) 和 (234) 和 点 (34)' 也 在 平面 (123) 和 (124) 
上 。 因 此 , 由 球 4 和 其 他 三 球 决定 的 三 个 相似 内 心 与 由 球 1, 2, 8 
决定 的 三 个 相似 外 心 在 一 平面 上 。 这 样 的 平面 应 训 有 四 个 。 剩 下 
还 有 两 个 相交 的 相似 内 丙 的 情形 未 考虑 。 固 然 上 面 所 证 的 平面 包 
含 三 个 两 两 相交 的 内 轴 , 但 是 交点 常 是 相似 内 心 ,对 于 交点 是 相似 
外 心 的 情形 还 未 解决 。 现 在 我 们 就 讨 例 如 交 于 一 个 相似 外 心 (12) 
的 二 内 轴 (123) 和 (124') 。 除 了 交点 忆 外 ,这 两 个 轴 所 决定 的 在 
面 也 包含 (13)'，(28)'，(14)' 和 (24)' 四 点 。 因 此 此 斑 面 还 包含 
二 轴 (1'84) , (2'34) 和 点 (84) 。 这 样 说 来 ,在 此 斑 面 上 有 四 个 相似 
内 轴 , 并 且 与 四 面体 1234 的 一 对 对 楼 1, 2 和 3, 4 交 于 相似 外 心 ， 
与 其 余 的 楼 交 于 相似 内 心 。 这 样 的 平面 有 三 个 , 因为 一 个 四 面体 


A Cl 
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有 三 对 对 楼 。 合 起 来 ,我 们 一 共 得 到 了 1-+-4 填 3=8 个 平面 。 

为 清楚 起 见 , 我们 列 出 两 张 表 ,分 别 表明 点 和 在 面 的 车 合 关系 
与 点 和 直 著 的 结合 关系 。 四 面体 的 四 个 面 用 也 工 , I, IV 标明 ， 
其 中 1 是 对 着 点 1 的 夯 。 把 包含 六 个 相似 外 心 的 下 面 记 作 &, 包 
含 三 相似 外 心 和 三 相似 内 心 的 四 年 面 分 别 记 作 si, ee, es, es 6 最 后 ， 
把 包含 四 面体 一 对 对 楼 的 其 他 三 个 平面 记 作 (12, 34) (18, 24)， 
(14, 23) 。 为 简便 起 网 , 点 和 直线 的 括号 一 律 省 咯 了 。 


了 [liv es 


aaa (2,34j aa ,89014,23) 


23 118 |129 |12 112 38311311 1 | 13 | 13 | 14 
24 |14 1114 113 11 24114|114113 | 3 | 24| 23 
34 |34 |24 |123114 3413412594133 | 13 | 12 | 12% 
23 | 48 | 12’ | 12 23 12 12 19 14 | 14 | 14 | 13 
24 1 14 114 113'| 24 13’1 928 | 33 | 94' | 23 | 23 | 24 
34' 134 |24 |28 | 34 14 | 34 | 34 34 | 24 | 34 | 834 


| 234 | 184 | 124. 123| 123| 234| 134| 124| 128| 193' | 19'3 | 123 
12r34 | 134 |1/24 | 128| 124|1'23 12'3 123 124, 124 | 124 | 12%4 
28'4 |18'4 |12'4 123| 184 1/94 |12/4 184 134 | 134 | 134 | 1914 


234 1134 | 124 1123 1 234,1’3412’34;23'4 234 | 234 | 23'4 | 9234 


次 简 


构 形 画 在 图 148 上 @。 这 个 构 形 与 图 145 的 等 同 , 这 个 事实 
如 果 把 (12)，(12)' 和 (34) 在 三 个 相互 垂直 的 方向 上 移 向 无 的 远 ， 
就 可 看 得 铺 楚 。 这 时 三 点 变 为 图 145 上 构 形 的 无 穷 远 点 。 作 个 点 
(3) (1 和 ，(23) (24) ，(13)"，(14)",(28)'，(24)' 变 为 立方 体 的 
顶点 ，(349' 变 为 立方 体 的 中 心 。 但 点 1 和 2 也 变 度 了 无 益 远 点 。 
要 想 找 出 图 145 中 的 四 个 球 , 必须 加 入 极限 情形 以 推广 相似 中 心 
的 定义 。 首先 , 二 等 图 ( 球 ) 的 相似 中 心 应 该 定义 为 连 心 黎 上 的 无 


@ 假如 把 图 148 看 做 平面 图 形 , 密 天 示 由 共 面 四 田 的 相似 中 心 和 [相似 轴 钥 成 的 
构 形 (124163) 6 辕 愉 仍 为 1， 2， 3, 4, 人生 径 大 小 可 以 选 得 同 空 间 的 情形 一 样 。 
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图 149 


穷 远 点 (图 149) 。 甚 葡 ,一 球 & 和 一 平面 e 的 二 相似 中 心 (图 150) 
应 访 定 义 为 球 丰 中 垂直 于 e 的 直径 上 的 二 端点 (he) 和 (8e)', 因为， 
如 果 把 e 代 以 切 e 于 了 的 一 租 图 大 , 而 也 是 直径 延 线 与 e 的 交 
已 ， 那么 可 以 看 出 , 当 的 定 径 增加 到 无 穷 大 的 时 候 , 入 的 
相似 中 心 趋 于 We) 和 (be 。 最 后 ， 我 个 考虑 二 平面 。 和 了 交 于 一 
直 线 9 的 情形 (图 151) 。 在 这 种 情况 下 二 相似 中 心 必 须 规 定 为 在 
年 站 于 9 的 方向 上 且 在 e 和 上 卫 作 政 的 二 角 的 平分 线 上 的 无 穷 远 
感 。 这 个 定义 同样 可 用 极限 过 程 来 验证 : 把 9 代 以 二 合同 球 的 交 
;但 此 二 球 在 9 上 一 定点 分 别 切 于 e 和 六 然后 再 让 球 的 人生 答 十 
大 到 元 穷 大。 


图 150 图 151 


有 了 以 上 的 几 个 定义 , 就 可 以 把 原来 的 雷 耶 构 形 当 作 一 个 相 
役 中 心 钵 系 来 解释 。 饭 定 球 3 和 球 4 的 中 心 分 别 是 图 145 上 立方 
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体 的 前 面 的 面 和 后 面 的 而 的 中 心 。 假定 二 球 和 牛 公 相等, 而 且 如 此 
选择 什 径 ， 使 每 个 球 通 过 所 属 面 的 四 个 顶点 。 上 假定 工 和 2 是 分 别 
垂直 于 上 述 二 面 的 二 对 角 线 的 任 二 平面 。 则 构 形 中 的 族 点 是 1, 2， 
3, 4 的 相位 中 心 , 其 排列 的 情形 如 图 148。 

除了 这 个 极限 情形 之 外 , 我 们 可 以 考虑 以 四 等 球 - 一 球 心 为 
正四 面体 的 顶点 一 一 为 基础 的 构 形 。 在 这 里 相似 外 心 必 为 四 面体 
六 条 楼 上 的 无 穷 远 点 ,因此 无 穷 远 平面 必 属 于 此 构 形 ,应 用 以 前 的 
刀 号 ,这 个 平面 应 蔷 写 作 e 。 相 似 内 疼 是 各 楼 的 中 点 ,它们 作成 正 
八 面体 的 天 个 顶点 (图 152) 。 信 面体 的 所 有 盏 面 属于 此 构 形 , 也 就 
是 四 面体 的 四 个 面 I, 1, UI, TIY 以及 按 坊 前 的 记号 用 ezy es, es 24 
表示 的 下 面 。 至 于 构 形 的 其 他 三 个 玉 面 则 是 八 面 体 的 三 个 对 称 平 
面 。 构 形 的 碍 线 是 四 面体 的 面 上 的 四 条 无 穷 远 直 和 线 ( 相 似 外 轴 ) 和 
六 面 体 的 十 二 个 楼 (相似 内 轴 )。 


图 159 


在 第 二 章 中 我 们 分 你 指出 江 方 体 和 八 面 体 的 相互 关系 。 依 照 
$ 19 所 讲 的 , 我 倍 可 以 说 工 方 体 和 八 面 体 成 对 偶 对 应 。 同样 还 可 


144 投影 构 形 [第 三 章 1 


以 更 一 般 地 证 明 , 图 152 的 点 和 平面 与 图 145 的 平面 和 点 成 对 偶 
对 应 ;立方 体 的 顶点 和 面 分 别 对 应 人 面体 的 而 和 顶点 ;立方体 的 中 
必 和 通 过 中 心 的 太 个 斑 面 分 别 对 应 图 152 的 无 劣 远 平面 和 无 劣 远 
斑 面 上 的 大 个 点 , 立方 体 的 三 个 无 狼 远 点 对 应 入 面体 的 三 个 对 称 
下 面 P。 由 此 可 见 ,点 和 面 的 雷 耶 构 形 是 自 对 偶 的 。 自 然 , 从 立方 
体 和 从 面体 得 出 的 两 个 互 成 对 偶 的 雷 耶 构 形 从 外 胡来 看 似乎 不 相 
同 ,但 对 于 投影 几何 的 目的 来 说 ,所 有 的 雷 耶 构 形 都 应 该 神 为 等 辐 
的 9 。 

我 们 指出 , 雷 耶 构 形 也 象 一 些 平面 构 形 一 样 ,有 另 一 个 重要 的 
对 称 性 质 ,这 是 说 ,我 们 将 证 明 这 个 构 形 是 正则 的 。 从 上 面 的 讨 误 
看 不 出 这 一 点 , 因为 各 平面 对 于 相似 中 心 体系 来 说 属于 四 种 不 同 
的 类 型 , 而 且 在 作出 构 形 时 , 无 论 是 借助 于 立方 体 或 借助 于 八 面 
体 , 各 点 和 各 平面 都 起 不 同 的 作用 。 在 下 一 池 里 ,我 们 将 用 一 种 能 
显示 所 有 元 素 都 起 着 相同 作用 的 方法 来 作 雷 耶 构 形 。 要 想 达 到 这 
个 目的 , 需要 进一步 研究 三 维和 四 灯 空 间 的 多 面体 。 因 为 正如 
三 厅 空 间 图 形 可 以 投影 到 平面 一 样 , 四 准 空 间 图 形 也 可 以 投影 到 
三 厅 空 间 , 其 中 的 一 个 图 形 释 过 适当 的 投影 之 后 , 便 可 得 出 雷 耶 
构 形 。 


8$23， 三 维和 四 和 难 空间 的 正 多 面体 及 其 投影 
在 第 二 章 里 我 们 列举 了 三 亲 空 关 的 五 种 正 多 面体 。 在 这 些 多 
面体 里 ， 正 四 面体 的 情形 与 其 他 正 多 面体 不 同 。 因为 正四 面体 是 
自 对 偶 , 而 其 余 的 四 种 正 多 面体 则 是 两 两 相互 对 偶 : 八 面体 与 耻 方 
体 对 偶 , 十 二 面体 与 二 十 面体 对 偶 。 正四 面体 的 这 种 特 氮 可 能 


@@ 这 种 对 应 迁 从 对 了 于 内 接 于 立方 体 的 球 作 配 极 变换 得 到 的 。 
国 如 果 从 空 闻 的 任 一 投影 坐标 邓 出 发 , 则 可 得 出 一 种 坟 古 体 的 投影 推广 。 六 个 
坐标 轴 上 的 单位 点 和 这 六 个 轴 与 单位 平面 的 六 个 交 上 忘 总 十 雷 耶 构 形 中 的 点 。 
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和 它 跟 其 余 的 正 多 克 体 相 区 别 的 第 二 种 现象 有 关 。 这 是 说 , 那 四 
种 正 多 面体 可 以 称 为 “中 心 对 称 ”多 面体 ,因为 它们 的 项 点、 楼、 面 
都 成 对 地 对 于 中 心 对 称 。 例如 , 严 接 立方 体 的 一 顶点 和 中 心 的 直 
嫉 必 和 过 另 一 顶点。 但 在 另 一 方面 ,正四 面体 对 于 其 中 心间 不 对 称 ， 
因为 连接 正四 面体 的 一 顶点 和 中 心 的 直线 , 和 此 正四 面体 交 于 其 
底面 的 中 心 。 

仿照 第 二 章 末 的 相应 的 论述 ,可 证 明 在 四 灯 空 间 里 也 存在 有 
限 个 正则 的 形体 ,其 数 为 6@ 。 这 样 的 形体 除了 包含 点 、 楼 和 面 以 
外 ; 自然 还 包含 三 维 容 间 的 片段 作为 边界 。 正 象 在 三 灯 空 闻 中 要 
求 正 多 面体 的 面 是 正 多 边 形 一 样 , 在 四 灯 空 间 中 要 求 形 体 的 三 维 
边界 是 正 多 面体 。 这 样 的 形体 吓 做 “ 胞 腔 ， 如 果 它 被 ?2 个 多 面 
体 包 图 , 叫做 nn- 胞 腔 。 现 将 四 杂 空 间 正 则 形体 的 重要 数据 列 成 
下 琢 : 


四 维 空 罚 

、 ， | 

边 中 约克 人 的 项 点 个 数 ] 对 偶 性 
1.。 所 了 胞 册 …… 5 个 四 面体 5 自 对 侦 
2。 8- 胸 莹 ……， 8 个 立方 体 16 ) ._、 
3。 16- 骨 有 牧 ……: 16 个 四 面体 8 f 互 为 对 偶 
4. 2?4- 胞 有 各，…… 34 个 从 面体 24 自 对 偶 
5。120- 和 胸腔 …… 120 个 十 二 面体 600 ) 
6、600 胸腔 ……| ”600 个 四 面体 120 1 互 为 对 偶 


最 后 的 对 偶 性 一 栏 不 难 从 者 中 推出 来 。 因为 在 四 维和 罕 关中， 


@ 萄 者 可 交 寄 考 是 . de Vries 的 “Die Vierte Dimension， 蔡 比 拐 和 柏林 ， 
1936 版 一 一 著者 注 。 

也 可 忆 容 考 H. S. M. Coxeter 的 Regnlar Polytopes (1947) 和 和 H. P. Man- 
ning 的 Geometry of Four Dimensiong，1914 一 一 英 识 者 注 。 

还 可 以 贿 考 B. H. CrpnHrxex 的 IpaBpHIEHEe HTTPH B n-xepHox [lipoeTha- 
HOTBe，yeitexE MarexaTHdECKHX H27K，BHII，X，1944 一 一 俄 汪 本 往 者 注 。 
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点 与 三 厅 空 间 对 偶 , 直 和 线 与 平面 对 个 。 

从 上 均 可 知 , 5- 胞 腔 与 四 面体 相似 ,而 8- 胞 腔 , 16- 胞 腔 ,120- 
胞 腑 ,600- 胞 腔 分 别 与 立方 体 、 入 面体 ,十 二 面体 、 二 十 面体 相似 。 
24- 胞 腔 居于 特殊 的 地 位 ; 它 不 但 是 自 对 偶 的 ,而 且 是 中 心 对 称 的 。 
但 另 一 个 自 对 偶 的 5- 胞 腔 ，, 与 三 维 正四 面体 有 相同 之 点 : 它 不 是 
中 心 对 称 的 。 : 

对 于 高 厅 空 间 类 似 的 研究 已 经 有 了 粘 果 。 这 里 的 情形 却 是 非 
常 篇 单 而 且 很 有 规律 , 因为 高 杂 空 间 只 有 三 种 正则 形体 。 现 将 重 
要 的 数据 烈 成 下 表 : 


2 推 空间 ”>>5 
?一 1 灯 边 界 胞 肤 | 
1， (rn 十 1) -胸腔 ……， 儿 十 - 工 人 个) 胸腔 n-t1 入 对 偶 
9 2n- 胞 脾 司 on | 29n 个 (2 一 分 - 胞 中 2n | 
~ 再 为 对 侦 
3，27- 泡 膝 ……… | 2 个 - 哆 膀 on | 


在 三 厅 空 间 里 与 上 烈 三 种 类 型 的 形体 相当 的 是 四 面体 、 立方 
体 和 作 面 体 (m+1=4, 2n 一 6, 2 一 8) 。 在 四 蕉 空间 里 ， 则 是 5- 胞 
腔 , 8- 胞 膝 , 16- 胞 腑 。 这 样 看 来 , 三 礁 空间 里 的 十 二 面体 和 一 十 
面体 , 四 私 空 间 里 的 24- 胞 腔 , 120- 胞 腔 , 600- 胞 腔 , 在 高 锥 安 间 
中 都 没有 对 应 的 类 型 。 

现在 我 们 来 考虑 正则 的 形体 在 比 它 的 故 数 少 一 的 空间 里 的 投 
影 。 从 正 多 面体 到 平面 上 的 投影 开始 。 因 投影 中 心 的 选择 不 同 , 投 
影 也 有 所 不 同 。 在 第 92 页 上 图 95 到 图 99 用 的 是 平行 投影 ,也 就 
是 铝 , 投 影 中 心 在 无 穷 远 点 。 这 种 投影 法 的 优点 在 于 把 平行 线 变 为 
斑 行 线 。 但 也 有 缺点 ,就 是 往往 使 部 分 的 面 与 面 重合 起 来 。 这 样 
的 缺点 可 以 克服 ， 只 须 移 动 投影 中 心 使 它 和 一 个 面 十 分 靠近 。 为 
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了 保持 对 秘 起 见 ， 我 们 把 投影 中 心 移 到 这 个 面 在 中 心 处 的 垂 厂 上 
(与 垂 足 非常 先 近 )， 大 选 定 这 一 个 面 作为 象 下 面 。 这样 就 可 得 出 
图 153 到 图 巧 7 的 五 种 正 多 面体 的 投影 。 当 我 们 损 开 一 个 面 , 并 
从 开 出 的 洞口 向 多 面体 内 部 窜 般 的 时 候 , 就 可 和 看 到 这 样 的 图 象 。 

投影 中 心 如 果 放 在 多 面体 的 边界 上 , 则 通过 这 个 中 心 的 各 面 
议 好 每 是 将 条 ,因而 投影 成 为 极 不 对 称 的 形状 。 

把 投影 中 心 移 到 多 面体 的 内 部 ,所 成 的 象 将 产生 巨大 的 变化 。 
此 时 的 象 不 论 象 至 面 如 何 放 轩 都 要 伸展 到 无 穷 远 。 这 是 因 为 通过 
投影 中 心 的 每 一 平面 都 与 多 面体 相交 ,特别 地 , 对 于 通过 投影 中 心 


人 上 


图 153 ”四 面体 图 154 立方 体 


可 过 


图 155 及 而 体 图 156 十 二 面体 
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图 157 二 十 面体 


而 且 与 象 还 面 焉 行 的 焉 面世 应 该 如 此 , 因此 在 人 象 焉 面 上 产生 无 浴 
远 扩 投影 ( 贿 和 看 第 116 页 ) 。 然而 , 在 投影 中 心 是 多 面体 中 心 的 特 
别 情况 下 出 现 一 种 在 几何 上 有 意义 的 现象 。 因 为, 在 这 种 情况 
下 ,而 且 只 有 在 这 种 情况 下 , 通过 中 心 的 射线 把 是 中 心 对 称 的 。 在 
第 119 页 上 我 们 讨 过 线 把 可 以 看 作 投 影 平 面 的 一 种 模型 , 在 这 个 
模型 里 把 中 的 直线 要 看 作 “ 点 ”平面 要 看 作 “ 站 线 ”。 这 样 一 来 ,我 
们 从 正 多 面体 推出 投影 平面 的 正则 章 分 。 但 是 只 有 在 中 心 对 称 的 
多 面体 的 情况 下 这 种 州 分 才 简 单 地 复 盖 投影 平面 ;就 四 面体 来 说 ， 
对 应 于 每 条 通过 中 心 的 址 缕 与 多 面体 的 面 的 两 个 交点 的 , 是 两 个 
不 同 的 象 点 , 所 以 投影 斑 面 被 复 盖 两 次 。 但 对 于 其 他 正 多 面体 来 
说 ,每 一 对 对 径 元 素 在 投影 斑 面 上 只 产生 一 个 剂 分 元 素 。 假如 我 们 
考虑 苹 把 与 平面 的 交点 , 也 就 是 说 , 考虑 本 来 意义 的 投影 , 那 就 不 
能 保持 完 到 的 对 称 。 不 过 ,车 如 此 选择 象 平面 ,使 它 通 过 多 面体 的 
一 个 顶点 工 旦 在 此 顶点 处 垂直 于 过 接 顶 点 到 中 心 的 而 鳃 :对 于 八 
面体 的 情形 , 参看 图 158) ,可 得 出 十 分 简单 的 象 。 图 159 到 图 163 
表示 用 这 种 方法 作出 来 的 五 个 投影 。 在 各 图 上 扩展 到 无 穷 远 的 一 


L§ 23] 三 厅 和 四 灯 空 间 的 正 多 面体 及 其 投影 149 


图 158 


AZ IP TI 


图 159 四 面体 图 160 太 面 体 


图 161 立方 体 


图 162 ”十 二 证 体 
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图 163 二 十 面体 


个 区 域 都 用 阴影 标 出 。 在 四 面体 的 投影 中 , 象 平面 被 复 盖 两 次 。 至 
于 其 他 图 形 , 在 象 下 面 上 的 每 一 多 边 形 恰好 玫 示 多 面体 的 两 个 对 
径 面 。 

假如 拿 对 称 的 多 面体 的 一 个 面 当 作 象 平面 (图 164 是 工 方 体 
的 情形 ) , 则 得 到 另外 一 租 简单 的 图 形 ( 对 于 四 面体 米 说 ,得 不 到 新 
的 图 形 ) 。 各 多 面体 的 投影 如 图 165 到 图 168 所 示 Q。 


@ 用 这 种 方法 得 出 的 从 面 体 的 投影 笑 于 用 投影 全 标 柔 将 平面 剖 分 为 四 个 三 角形 
的 情形 。 


图 165 


夫 面 体 


y 5 
| 
人 | 
图 167 十 二 面体 


图 166 立方 体 
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图 168 二 -十 面体 


我 个 可 以 运用 类 伏 的 投影 办 法 , 通过 二 稚 空 间 的 图 形 去 描 号 
四 雁 空 间 的 胞 腔 。 平行 投影 的 方法 在 这 里 已 不 适用 , 因为 这 种 方 
法 把 胞 腔 的 边界 多 面体 表示 成 部 分 复 盖 的 、 相 交 的 三 稚 空 闻 的 多 
面体 。 另 一 方面 , 利用 得 出 图 153 到 157 上 的 同样 办 法 可 以 得 出 
四 从 胞 腔 的 明显 图 象 。 这 时 胞 腔 的 边界 多 面体 税 这 样 的 一 租 空间 
多 面体 表示 ,其 中 有 一 个 占 着 特殊 地 位 ,而 且 税 其余 的 简单 而 无 址 ， 
潮 地 填 满 。 如 果 把 这 些 模型 再 投影 到 平面 上 来 ,就 得 到 象 图 169 一 
172 上 小 样 的 投影 。 仔 粗 观 察 ,可 以 看 出 图 172 上 的 大 八 面 体 是 
由 28 个 小 入 面体 (有 四 种 形状 ) 十 满 , 所 以 一 共有 24 个 八 面 体 。 
至 于 120- 胞 腔 和 600- 胞 腔 的 图 形 就 太 复杂 而 不 容易 看 清 了 。 

如 果 把 投影 中 心 移 到 胞 腔 中 心 的 位 置 上 来 , 结果 将 得 出 投影 
空间 的 正则 剂 分 。 我 们 不 能 如 辐 用 嫉 把 表示 投影 斑 面 那样 得 出 对 
称 的 投影 空间 模型 ,因为 这 里 涉及 四 和 维 图 形 。 因 此 必须 选择 一 个 特 
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图 172 ”34- 胞 用 


别 的 三 维 空 间作 象 空间 , 并 且 一 定 要 于 掉 一 部 分 对 称 性 。 但 是 为 
了 多 少 保留 一 部 分 对 称 性 , 我 们 仿照 上 面 讲 过 的 三 从 空间 中 取得 
琅 面 那样 来 取 象 空间 :就 是 , 或 者 类 似 图 164 那样 的 办 法 , 选择 一 
个 边界 空间 作为 象 空间 , 或 者 类 似 图 158 上 那样 的 办 法 ,选择 通过 
胞 腔 的 一 个 顶点 的 空间 作为 象 鹤 间 。 在 第 一 种 情形 下 , 选 定 的 边 
界 空间 不 会 变形 , 因为 它 自己 就 在 象 襟 间 中 ; 在 第 二 种 情形 下 , 投 
影 图 对 于 所 选择 的 项 点 对 称 , 而 这 硕 点 的 象 还 是 它 自 己 。 下 面 我 
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们 先 看 一 下 用 这 两 种 方法 得 来 的 16- 胞 腔 和 8- 胞 腔 的 象 (图 173 
和 174) 中 。 

此 时 空间 分 别 彼 划分 为 八 部 分 和 四 部 分 , 每 一 部 分 相当 于 胞 
腔 的 两 个 对 径 边 界 多 面体 。 先 说 16- 胞 腔 。 在 图 173a 中 ,延伸 到 无 
级 远 的 部 分 冬 半 有 了 两 种 不 同 的 形式 。 其 中 的 四 个 区 域 各 有 一 个 完 
全 在 冬 闻 的 有 限 部 分 内 的 面 ( 比 如 1,， 2, 3)。 从 这 个 面 开 始 它 们 
通过 无 穷 远 平面 而 延伸 到 对 顶点 (例如 2) 。 另 一 方面 , 另外 三 个 
区 域 各 有 一 对 有 限 长 的 对 楼 (例如 1,2 和 和 3, 4), 但 所 有 的 边界 面 
都 延伸 到 无 穷 运 。 在 图 173b 中 ,无 穷 远 于 面 本 身 是 一 边界 面 。 我 
们 注意 ,由 16- 胞 腔 的 表示 可 导出 空 各 的 普通 的 剖 分 法 , 亦 即 在 投 
影 或 镁 卡 儿 坐标 服 下 窑 加 的 入 个 卦 限 。 


图 173&a 16- 胞 腔 


中 这 种 投影 方法 对 所 胞 泛 不 适用 , 因为 这 样 的 胞 腔 不 是 中 心 对 称 的 。 
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图 173b 16- 移 有 鹅 


再 说 8- 胞 腔 的 和 情形。 在 图 174a 中 , 延伸 到 无 穷 远 的 三 个 区 
域 有 同一 形式 。 在 图 174b 中 ,用 箭头 标 出 与 图 174a 那 一 有 限 的 
立方 体 区 域 对 应 的 各 楼 ; 这 个 区 域 还 包括 通过 点 工 的 各 个 有 限 的 
楼 ,但 楼 1， 6 除外 。 


图 174a 8- 胞 腔 


图 174b 8- 胞 脾 
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“我 何 再 应 用 上 壕 两 种 投影 方法 于 24- 胞 腔 。 图 形 如 图 175 和 
图 176 所 示 。 这 样 ,我 们 得 到 把 空间 章 分 为 十 二 个 人 面体 的 一 种 方 
法 。 除 如 图 175 上 当中 的 一 个 人 面体 外 ,所 有 其 余 的 入 面体 都 延 
介 到 无 状 远 。 可 以 乔 到 ,图 175 和 图 176 重新 给 出 在 上 一 节 我 们 诗 
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图 176 : 


论 过 的 雷 耶 构 形 的 两 种 对 称 形式 中 。 从 图 175 上 的 有 限 六 面体 可 
忆 看 到 构 形 的 各 至 面 巴 是 十 二 个 八 面 体 的 边界 平面 又 是 筷 个 的 对 
称 斑 面 。 再 进一步 研究 ,可 以 发 现 其 中 的 基本 原理 :一 个 完全 四 边 
形 划分 投影 斑 面 为 三 个 四 边 形 和 四 个 三 角形 (在 图 177 中 ,四 边 形 
是 1, 2, 3; 三 角形 是 I, IL, IT, IV)。 在 雷 耶 构 形 中 的 直线 也 是 

Q@ 那里 我 合生 经 看 过 ,一 图 形 可 以 由 对 于 一 个 球 的 配 极 变换 互相 转化 。 现在 又 
看 到 了 二 图 形 是 同一 四 灯 图 形 的 投影 , 每 个 图 形 可 以 用 移动 三 灯 杀 瞧 间 的 方法 变 到 另 
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图 177 
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这 样 划分 每 个 平面 的 ， 
又 因为 八 面 体 的 面 是 二 
角形 , 而 对 称 平 面 交 六 
面体 于 四 边 形 , 由 此 可 
知 , 构 形 的 每 一 至 面 是 
三 个 八 面体 的 对 称 至 面 
和 2x4 个 八 面 体 的 公 
共 边 界面 , 但 跟 十 二 个 
从 面体 中 的 一 个 不 相 
交 。 例 如 ,在 图 175 上 ， 


无 筋 远 平面 是 构 形 的 一 个 平面 , 但 八 面体 中 有 一 个 位 于 空间 的 有 


限 部 位 @ 。 


图 176 比 图 1756 简单 , 因为 在 图 176 中 只 有 两 种 不 同类 型 的 
八 面体 (六 个 八 面 体 与 作画 体 1,2, 3, 4, 6, 10 合同 , 其 余 的 六 个 
与 2, b, 6, 9, 10, 11 合同 ), 可 是 在 图 175 中 有 三 种 不 同类 型 的 
从 面体 。 一 个 从 面体 是 正 划 的 , 另外 的 三 个 以 无 穷 远 平面 作为 对 
称 平 面 〈 例 如 二 6, 7, 8, 9, 10), 其 余 八 个 以 无 穷 远 平 面 作为 边 


界面 (例如 3， 4, 7， 8， 10， 11), 


@ 坟 面 体 有 三 个 通过 中心 且 与 入 
面体 交 也 正方 形 的 对 称 平面 ， 与 此 相当 ， 
24- 胞 腔 有 十 二 个 三 灯 对 称 空间 , 这些 对 称 
失 间 通 过 胞 膛 的 中 心 且 与 胞 胁 交 于 立方 - 
及 面体 (立方 -入 面体 如 图 178 所 示 ; 在 图 
172 中 也 可 看 出 有 一 个 立方 -入 面体 )。 在 
我 全 所 研究 的 拔牙 中 对 称 空 间 的 投影 ， 和 
通过 中 心 的 任何 空间 的 一 样 ,是 一 平面 。 这 
些 平面 显然 是 雷 子 构 形 中 的 平面 。 立方 - 
及 面体 的 三 对 对 径 正 方形 和 四 对 对 径 等 边 
三 角形 相当 于 雷 吏 构 形 中 每 一 平面 上 的 三 
个 四 过 形 和 四 个 三 角形 。 
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从 构 形 的 这 种 作法 立刻 得 到 上 一 节 最 后 一 段 所 作 的 断 阁 : 雪 
卫 构 形 是 正则 的 。 

上 面 的 讨论 使 我 们 想起 把 % 约 正则 胞 腔 投 射 到 条 数 最 低 的 安 
问 一 一 印 直 黎 一 一 上 去 。 让 我 们 研究 一 下 , 如 何 把 % 杂 立方 体 用 
生 直 菠 行 机 影 的 方法 投射 到 一 个 主 对 角 线 上 去 。 这 样 的 对 角 线 的 
端点 4 和 8B 投射 到 自己 。 命 立方 体 其 他 顶点 在 4B 上 的 象 点 从 
离 4 最 近 的 一 个 象 点 起 算 , 依次 为 01， 0s，…。 从 4 出 发 的 立方 
体 的 杰 有 % 个 ,这 n 个 楼 跟 4B 作成 相同 的 角度 ,因此 这 ;个 楼 的 
端点 都 要 投射 到 4B 的 Ci 点 上 来 。 其 次, 立方 体 的 每 一 个 楼 玫 行 
于 通过 4 的 一 个 楼 , 因此 两 邻 点 于 的 距离 CQ\Oui 永远 等 于 40;， 
所 以 是 一 常数 。 这 梯 一 来 , 主 对 角 缕 稚 分 为 相等 的 糙 慨 。 可 以 证 
明 , 恰好 有 郊 个 这 样 的 线段 ， 而 且 0; 是 () 个 顶点 的 象 , 这 里 的 
1 是 工 与 % 一 鞋 之 间 的 数 ,而 的 是 大 家 熟知 的 二 项 式 系数 的 符号 。 
因为 ,以 04 为 依 的 大 点 包括 所 有 那些 可 以 用 个 但 不 能 用 少 于 
个 立方 体 的 楼 与 4 相 迷 的 硕 点 , 而 且 仅 仅 包括 那些 顶点 , 于是; 
由 计算 可 知 恰恰 有 (3 个 这 样 的 项 点。 就 正方 形 和 通常 的 (三 多 
的 ) 立 方 体 来 说 , 上述 事 实 可 以 立刻 证 实 。 


$24. 几何 学 的 枚 举 法 


我 们 最 后 要 研究 的 一 种 三 亲 构 形 是 施 累 弗 利 双 天 构 形 。 由 于 
研究 这 种 构 形 耐 引出 几何 学 上 的 一 个 特殊 的 方法 一 一 所 谓 枚 举 几 
何 学 。 许 我 们 先 诗 讲 这 种 方法 , 因为 一 方面 我 们 不 愿意 在 讲 双关 
构 形 时 打 断 话 头 ,一 方面 也 因为 枚 举 法 本 身 很 有 趣味 。 

在 平面 上 有 无 劣 多 的 直线 和 无 劣 多 的 圆 。 为 了 描写 下 面 上 所 
有 直线 的 繁多 的 程度 , 首先 在 平面 上 选 好 一 个 负 卡 儿 坐标 系 。 这 
样 一 直线 一 般 地 就 由 直线 与 一 坐标 轴 交 出 的 蕉 距 ( 放 其 大 小 和 符 
号 ) 完 全 决定 。 因 而 除了 下 面 就 要 说 的 一 种 情形 外 ,在 解析 上 一 直 
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线 总 用 两 个 数 来 决定 。 同一 个 坐标 轴 平 行 的 那些 直线 , 也 可 以 用 
这 种 方法 决定 , 邹 命 无 沧 大 作为 它 的 一 个 截 距 。 然 而 ,通过 原点 的 
所 有 直线 ,也 只 有 这 些 丰 线 ,不 能 以 截 距 决定 ;这 样 的 直 鼻 ,它们 在 
二 轴 上 的 截 距 都 相同 , 序 雾 。 

我 们 说 ,不 通过 原点 的 话 将 线 ,形成 一 个 二 参数 族 ;这 是 说 , 族 
中 的 任 一 直 厂 以 二 数 ( 族 的 “参数 ”) 决 定 , 而 且 参 数 的 连续 变化 引 
起 所 决定 的 查 瘘 的 连 炉 变 化 埋 业 。 按照 这 个 定义 , 则 通过 原点 的 
庄 丰 线形 研一 个 音 参 数 族 , 因为 这 些 志 和 嫉 只 用 它们 与 一 则 的 交角 
序 可 决定 。 粗略 一 点 说 , 我 们 往往 设想 一 个 合 两 个 参数 的 族 在 加 
进 一 个 单 参 数 族 后 (可 以 加 续 地 加 入 第 一 族 内 ) , 增 大 得 不 十 分 显 
著 。 在 这 种 意义 下 , 我 们 可 以 说 在 平面 上 的 所 有 直线 的 集合 也 是 
一 个 售 两 个 参数 的 族 。 下 面 我 们 将 看 到 建立 这 种 观点 的 好 处 。 

平面 上 的 莽 让 线 , 也 可 以 用 其 他 种 种 方法 决定 。 例 如 用 它 与 
任 一 定 直线 所 成 的 角 和 它 所 通过 的 一 点 。 因 为 须 有 两 个 坐标 才能 
决定 平面 上 一 点 ,因此 用 这 种 方法 描写 直线 有 筑 有 三 个 参数 。 不 过 ， 
用 来 决定 直线 的 那 一 点 可 以 在 直线 上 任意 挑选 , 而 且 在 一 直线 上 
的 所 有 点 显然 形成 一 个 单 参 数 族 。 如 用 两 点 定 一 直线 , 也 可 以 看 
到 类 似 的 现象 。 在 这 种 情形 下 需要 四 个 参数 , 但 那个 含 二 参数 的 
点 偶 族 只 决定 同一 直线 。 因 而 ,为 了 求 出 参数 的 正确 数目 ,必须 在 
后 面 的 例子 里 减 去 两 个 参数 , 或 者 在 前 面 的 例子 里 减 去 一 个 参数 。 
这 样 就 象 用 第 一 种 方法 决定 时 一 样 , 平面 上 的 直线 形成 -一 个 二 参 
数 族 。 这 种 方法 在 这 里 只 是 提 一 下 , 其 实 它 可 以 用 解析 法 精确 地 
表述 , 同时 还 可 以 证 明 , 一 个 图 形 参数 的 个 数 与 参数 的 选 法 无 关 ， 
普 用 符号 co, 可 以 把 这 一 类 的 叙述 写 得 简短 些 。 我 们 说, 一 平面 
上 上 有 cc? 条 直线 , 一 直线 上 有 oo! 个 点 , 有 oo03 个 点 偶 。 这 种 枚 举 
法 有 类 似 于 一 个 数 的 军 被 另 一 个 时 去 除 的 运算 : 要 知道 在 一 平面 
上 直线 的 准确 “个 数 ” cc?, 我 们 只 须 把 平面 上 的 点 偶 的 “个 数 ”cos 
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“ 除 ” 以 一 直线 上 的 点 偶 的 “个 数 ” ce?。 

让 我们 按照 这 个 方法 在 平面 上 求 出 所 有 圈 的 繁多 的 程度 。 一 - 
个 图 由 其 略 心 和 年 径 决 定 , 亦 即 由 三 数 决 定 。 反 过 来 ,每 个 图 只 对 
应 一 个 这 样 的 三 数组 。 因 此 平面 上 含有 -cs 个 贺 。 因 为 在 平面 上 
所 有 直线 作成 的 族 只 有 两 个 参数 ,而 每 一 直线 可 以 看 作 贺 的 极限 
情形 , 所 以 所 有 的 圆 和 直 和 线 共 同 作 成 的 族 同 样 也 有 三 个 参数 。 这 
里 所 说 的 跟 这 件 事实 一 致 : 通过 平面 上 的 任意 三 点 可 作 一 圆 或 一 
直线 。 事 实 上 ,平面 上 有 cos 个 三 点 组 ,而 同一 曲线 可 由 cos 个 三 
点 组 决定 。 同 样 可 以 证 明 , 在 任意 一 个 参数 平面 曲 生 族 中 ,总 有 
一 根 曲 厂 通过 在 面 上 任意 葵 定 的 2 个 点 ,但 是 通过 % 十 1 个 任意 的 
点 的 曲线 , 一 般 就 不 能 从 族 中 找 出 来 。 不 过 这 句 话 必须 将 族 中 的 
极限 情形 也 加 进 族 中 去 ,才能 成 立 ;这 就 好 象 要 使 圆 和 三 点 稻 一 一 
对 应 , 只 有 把 作为 图 的 极限 情形 的 直线 也 四 做 图 才 有 可 能 。 如 窗 
严格 证 明 这 些 叙 述 , 必须 用 解析 和 代数 的 方法 , 特别 地 , 除了 实 元 
素 之 外 ,还 须 考虑 虚 元 素 。 

诗 我 们 应 用 这 种 方法 求 出 所 有 图 锥 曲 效 的 “个 数 ”。 一 椭 图 由 
二 侯 点 (四 个 参数 ) 和 椭圆 上 一 点 到 二 焦点 距 奖 之 常数 和 决定 , 就 
是 说 ,由 五 个 参数 决定 ,而 且 每 个 椭 加 只 有 一 组 这 样 的 五 个 数 。 因 
此 在 一 平面 上 共有 oo 个 椭圆。 同 理 , 可 以 放 明 在 一 丕 面 上 共有 
cc5 个 双 曲 线 。 椭圆 也 可 由 二 地 之 长 和 风 图 的 中 心包 及 长 加 的 方 
向 来 决定 。 一 共 也 是 五 个 参数 。 由 此 可 知 , 一 斑 面 上 所 有 的 抛物 
线 所 成 的 族 共有 四 个 参数 。 因为 根据 第 3 页 上 的 作 图 , 知道 运用 
极限 过 程 可 以 从 椭圆 得 到 抛物 线 , 在 那里 一 个 曹参 数 椭圆 族 永 
远 决定 唯一 的 抛物 米 , 而 每 个 柚 圆 属于 有 限 多 的 族 印 两 个 这 样 的 
族 。 

今 交 图 的 二 轴 长 相等 , 就 得 到 图 。 在 这 里 容易 得 出 错误 的 辕 
论 ,以 为 二 轴 等 长 ,就 应 恋 有 四 个 参数 ,因此 在 一 于 面 上 应 该 有 cos 
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个 图 ,而 不 是 我 们 已 算出 过 的 co 个 贺 。 要 解释 这 个 了 矛盾, 只 要 注 
意 二 朝 等 长 并 不 需要 知道 二 加 的 方向 ， 因 为 一 圈 的 任意 一 对 垂直 
直径 都 可 以 当 作 椭 轩 的 三 轩 的 极限 情形 看 每 。 

根据 上 面 的 讨论 , 还 不 能 断定 通过 平面 上 任意 五 个 点 一 定 能 . 
作 一 椭 图 。 至 少 须 在 椭圆 之 外 再 加 上 椭 图 的 极限 情形 一 一 邹 抛物 
厂 和 国 一 一 这 个 定理 才 可 能 是 对 的 。 而 事实 上 , 还 应 总 加 上 双 曲 
线 。 耕 面 上 所 有 的 图 雏 曲 线 的 总 体 , 也 就 是 双 井 线 、 抛 物 线 、 枯 贺 、 
圆 .一 对 直 夏 和 一 对 重合 的 直 禾 的 集合 , 在 枚 举 几 何 的 意义 下 做 成 
唯一 个 族 。 按 照 以 前 讲 过 的 ,这 个 族 应 该 有 五 个 参数 ,因为 每 一 种 
圆锥 曲线 属于 含 五 个 参数 或 少 于 五 个 参数 的 一 定 的 族 中 。 就 所 有 
的 圆锥 曲 楼 的 总 体 来 说 ,的 确 有 这 样 的 定理 成 立 : 通 过 平面 上 任意 
五 个 点 必 有 一 个 圈 锥 曲线 。 更 仔 硼 地 研究 , 但 这 已 不 属于 枚 举 几 
何 的 范围 , 可 以 知道 , 一 个 圆锥 曲线 由 五 个 点 唯一 决定 , 如 果 五 个 . 
点 中 任何 四 个 都 不 在 一 直线 上 的 话 。 若 例 外 情形 成 立 , 显然 圆锥 
曲线 不 是 唯一 决定 的 。 因 为 通过 一 直 厂 9 上 的 四 点 和 一 个 第 五 点 
P, 可 以 引 co 个 直线 偶 g9, h, 其 中 的 是 通过 卫 的 任 一 直 钱 , 因 
此 就 有 ce 个 特别 形式 的 图 锥 曲 黎 。 价 若 点 己 也 在 直线 9 上 , 旭 
其 至 可 以 引 oo 个 直线 偶 , 因 为 这 时 直线 及 可 以 完 双 任意 选择 。 

现在 我 们 把 故 举 法 应 用 到 空间 的 图 形 。 一 平面 在 一 定 的 空间 
坐标 系 中 可 由 下 面 的 三 个 截 距 决定 ,因此 我 们 知道 ,在 空间 里 一 共 
有 ccs 个 平面 。 但 通过 原点 的 下 面 是 例外 , 此 时 平面 只 作成 含 两 
个 参数 的 族 。 应 用 枚 举 法 可 以 验证 初等 几何 学 中 这 一 定理 : 通过 
宏 间 任意 三 点 必 有 一 平面 。 事 实 上 , 在 空间 里 有 cc? 个 三 点 租 ,在 
每 一 平面 上 有 oo 个 三 点 组 ,因此 安 间 三 点 组 决定 “oo3/oo%” 个 ,部 
cos 个 平面 。 

如 果 用 二 点 来 决定 一 直线 , 可知 空间 一 共有 oc! 条 直线 , 这 是 
因为 空间 有 cos 个 点 偶 ,一 直线 上 有 ce2 个 点 偶 。 
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一 个 球 可 由 球 心 和 人 御 径 决定 。 由 此 可 知 空间 一 共有 oo 个 球 ， 
如 将 作为 极限 情形 的 平面 也 加 进来 , 则 可 用 枚 举 法 来 验证 这 一 个 
熟悉 的 定理 : 通过 空间 任意 四 点 常 可 作 一 球 或 一 平面 。 正 象 圆锥 
曲 缕 的 情形 ;, 球 的 决定 不 是 唯一 的 ,虽然 当 而 且 只 当 四 点 不 在 一 直 
线 上 时 它 是 唯一 的 。 关 于 一 般 的 情形 , 也 有 类 似 的 限制 。 如 果 一 
个 妈 套数 曲面 族 规定 得 十 分 齐全 (比如 发 , 象 焉 面 上 整个 的 圆锥 曲 
线 族 那样 而 不 是 象 椭圆 族 性 样 ) ,那么 通过 空间 的 1% 个 点 总 有 族 中 
的 一 个 曲面 。 曲 而 不 一 定 由 到 个 点 唯一 决定 。 但 是 ,对 于 “一 般 的 
位 置 ”的 % 个 点 , 这 是 说 , 假如 这 % 个 点 不 适合 某 种 与 所 芥 曲 面 族 
有 关 的 几何 关系 ,曲面 总 是 唯一 决定 的 。 

三 条 鼓 料 的 直线 决定 一 个 二 阶 直 和 妆 曲 面 。 空 间 包 含 cof?= 
oo 个 三 直线 粗 。 但 因为 在 直 黎 二 阶 曲面 上 的 每 条 直线 是 某 一 
个 单 参 数 族 中 的 一 条 ,所 以 20 个 三 直 神 粗 决定 同一 曲面 。 因 此 一 
共有 cos 个 二 阶 直 绞 曲面 。 

同 理 ,一 共有 oo? 个 三 轴 椭 球 。 因 为 已 知 三 轴 椭 球 的 中 心 (三 
个 参数 ) ,三 轴 之 长 (三 个 参数 ) ,长 轴 的 方向 (两 个 参数 ) ,和 短 轴 在 
通过 中 心 且 垂 直 于 长 轴 的 平面 上 的 方向 (一 个 参数 ) , 上 则 能 作 一 李 
球 , 而 且 只 能 作 一 椭 球 。 

根据 解析 上 的 研究 结果 ,我 们 知道 一 共有 co? 个 二 阶 曲 面 。 对 
于 这 一 族 来 说 ,有 这 样 的 定理 :通过 空间 的 任意 九 个 点 必 有 这 个 
族 的 一 个 曲面 。 要 使 九 个 点 决定 的 二 阶 曲 面 是 唯一 的 ,也 就 是 说 ， 
要 使 各 点 的 位 置 对 曲面 族 来 说 是 足够 一 般 的 , 必须 要 求 庄 点 不 在 
一 个 四 阶 的 空间 曲线 上 (这 曲线 是 一 对 二 阶 曲面 的 交 线 ) ; 因为 容 
易 理 解 , 在 这 样 则 线 上 随便 多 少 个 点 都 不 能 唯一 决定 一 个 二 阶 曲 
面 。 

现在 我 们 来 表明 下 列 事 实 是 可 信服 的 , 即 :在 任 一 二 阶 曲面 上 
有 无 穷 多 的 直线 。 为 此 , 我 们 从 一 个 容易 由 二 阶 曲 面 的 解析 定义 
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推出 的 事实 出 发 , 这 是 指 与 一 曲面 交 了 于 三 点 的 直线 必 全 在 这 曲面 
上 。 显 然 在 一 二 阶 曲面 上 有 ce 个 三 点 组 (在 任 一 其 他 的 曲面 上 
也 是 如 此 )。 现 在 选择 那些 共 线 的 三 点 租 。 从 科举 几何 可 推出 有 
co 个 这 样 的 三 点 粗 ， 就 是 说 减少 了 两 个 参数 。 因为 , 为 了 表示 三 
点 中 的 一 点 与 其 他 二 点 连 线 的 千 合 关系 必须 有 两 个 解析 式 。 帮 且 
有 一 个 一 般 定理 : 如 果 我 们 从 一 族 元 素 中 只 选择 适合 一 组 个 独 
相关 和 邓 的 元 素 , 则 族 中 的 参数 减少 了 nw 个 (所 谓 % 个 独 了 立 关 未 是 说 
它 个 不 得 以 个 数 少 于 %% 的 等 价 的 关系 来 代 蔡 )。 因 此 在 任意 已 欠 
二 阶 曲面 上 应 该 有 co* 个 共 线 的 三 点 组 。 前 面 人 公 指出 过 , 通过 
这 样 的 三 点 组 的 直线 应 该 完全 在 曲面 上 。 但 在 一 站 线 上 有 oo 个 
三 点 和 组， 所 以 在 一 个 二 阶 曲 面 -E 的 所 有 共 线 三 点 组 必 在 曲面 上 的 
oo 条 直线 上 。 在 椭 球 面 上 ,在 椭 轩 措 物 面 上 ,在 双 叶 双 曲 面 上 ,这 
些 直 和 线 是 虚 的 。 

末了 ,我 们 讲 一 点 关于 三 阶 曲面 的 事项 ,因为 三 阶 曲面 对 于 下 

一 必要 诗 的 施 轰 弗 利 双关 构 形 的 性 质 有 密切 关系 。 在 解析 上 , 一 

个 三 阶 曲面 在 笛 卡 儿 坐 标 采 之 下 用 三 次 方程 来 描写 。 我 们 知道 ， 
包含 三 个 未 知 数 的 一 般 三 次 方程 有 二 十 个 系数 , 这 些 系数 由 其 所 
属 曲 面 决 定 ;但 可 差 一 公 因 子 。 因 此 可 知 共 有 oo” 个 三 阶 曲面 ,而 
目 肖 过 空间 任意 选 出 的 十 九 个 点 必 有 这 样 的 一 个 曲面 。 不 过 这 里 
必须 把 某 些 退化 情形 也 包括 到 三 阶 曲 面 族 内 , 例如 把 二 阶 曲面 和 
平面 一 起 看 作 是 三 阶 曲 面 。 

一 般 地 说 , 一 直线 与 一 个 二 阶 曲面 交 于 三 点 ; 如 果 交 于 四 点 ， 
则 直线 必 完 全 在 曲面 上 。 这 容易 从 曲面 的 方程 为 三 次 方程 而 推 
知 。 下 面 我 们 要 用 枚 举 法 表明 最 一 般 的 三 阶 曲面 只 能 包含 有 了 上限 
条 直线 。 在 任 一 曲面 上 有 ses 个 四 点 组 。 要 保证 这 样 的 四 点 组 在 
一 直线 上 , 须 有 四 个 条 件 一 一 要 使 第 三 第 四 两 点 在 通过 前 二 点 的 
直线 上 , 各 须 两 个 条 件 。 因 此 在 一 般 的 三 阶 曲 面 上 共有 se 个 共 
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线 的 四 反 粗 。 包括 这 样 的 四 点 组 的 任 一 直线 必 完 全 在 曲面 上 , 并 
县 包含 22* 个 其 他 的 这 样 的 四 点 租 。 因 此 如 果 在 一 遇 面 上 有 无 穷 
多 的 直线 存在 , 划 在 该 曲面 上 将 会 出 现 比 oo“ 更 多 的 共 线 的 四 把 
组。 

在 三 阶 曲 面 中 也 有 大 量 的 直 纹 曲面 。 这 样 ,这些 曲 面包 含 ce 
或 更 多 的 共 线 四 扣 组 。 据 此 三 阶 的 直 玫 曲面 方程 应 该 具有 这 样 特 
殊 的 性 质 : 这 个 方程 和 四 扣 共 线 的 四 个 条 件 一 起 可 以 用 较 少 的 等 
价 万 程 组 来 代 符 。 可 以 证 明 , 只 有 三 阶 方程 的 二 十 个 系数 适合 某 
特殊 关系 时 , 这 样 的 简化 才 有 可 能 。 从 这 里 可 看 出 ,一 般 的 三 阶 曲 
面 至 多 包含 有 限 条 直线 这 和 句 衣 是 对 的 Q 。 

仿照 上 壕 枚 举 法 可 以 证 明 , 高 于 三 阶 的 曲面 一 般 不 再 包含 
直线 。 


$25. 施 果 弗 利 双 六 构 形 


我 们 先 看 几 个 关于 空间 争 线 可 能 位 置 的 简单 的 情形 。 三 条 鼓 
笠 的 直线 4, 5, e 决定 一 个 双 曲 面 互 。 一 般 地 ,一 条 任意 的 第 四 条 
直线 ,4 与 瑟 交 于 两 点 , 虽然 也 可 能 它 与 互相 切 或 者 在 互 上 。 在 
一 般 的 情形 下 , 4 和 五 的 每 一 交点 必 在 这 样 的 一 条 直线 上 , 这 条 
划 线 在 五 上 ,但 不 属于 4, 8, c 所 在 的 族 , 因此 必 与 4, 9, c 相交 。 
有 反之 ,每 条 跟 4a, 5, e 和 4 相交 的 直线 必 在 五 上 ,因而 必 通 过 4 和 
互 的 一 个 交点 。 这 样 看 来 , 在 一 般 情 况 下 与 已 知 四 条 直线 相交 的 
直线 有 两 条 ,而 且 不 多 于 两 条 。 在 4 和 五 相 切 的 情形 , 则 只 有 一 
条 直线 (重合 的 ) 与 5, 3, c, & 相交 。 另 一 方面 ,如 果 有 两 条 以 上 直 
线 与 a, 8, 6, 4 相交 , 上 则 4 必 在 五 上 , 因而 有 无 穷 多 条 直线 与 c， 
b,c, 4 相交 。 在 这 种 情形 下 , 我 们 说 , 这 四 条 直线 处 于 双 曲 面 位 
贰 。 

Q@ 例如 ,在 曲面 xyz 一 1 上 就 没有 一 条 通过 曲面 上 有 限 点 的 直 炎 。 
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现在 我 个 来 作 施 黑 缉 利 双关 构 形 。 从 任意 一 条 直线 工 开始 。 
作 三 条 相互 萄 匀 的 查 线 与 1 相交, 这 三 条 直线 我 们 是 做 2',，3', 4 
(图 179) ,其 理由 由 下 文 自然 明白 。 其 次 ,再 作 另 一 可 线 5' 与 1 相 
获 , 便 5 对 于 2 ,3 ,4 有 最 一 般 的 位 置 : 5 与 2', 3', 4' 的 每 一 个 
都 不 相交 , 而 且 除 了 1 之 外 还 惟有 一 直线 与 2', 3', 4 和 5 相交 ， 
命 此 直线 为 6。 最 后 过 直线 工 上 一 点 作 一 直线 6' 使 它 记 与 6 不 
相交 :也 与 2，3， 4，5 不 相交 。 而 且 还 要 如 此 选择 6', 使 四 直线 
组 2', 3', 人, 6 和 ; 2/，3',， 5', 6'; 2', 机 5，6'; 3', 4,， 5', 6' 有 最 一 
设 的 位 置 。 如 此 除了 工人 外 恰 有 一 条 与 2,，3', 汪 ，6' 相交 的 直线 ,名 
5 。 直 线 4, 3, 2 的 决定 方法 与 此 相仿 (例如 4 是 与 1 不 同 , 并 与 
2 ,3', 5', 6' 相交 的 直线 , 等 等 ) 。 这 样 就 得 到 如 图 179 (示意 图 ) 
表示 的 千 合体 系 。 由 于 直线 2 ,3', 4,， 5', 6' 的 选择 , 容易 看 出 ， 
再 没有 别 的 结合 关系 了 。 现 在 我 们 来 肴 直线 2, 3, 4, 5。 今 证 明 
这 四 条 直线 不 能 处 于 双 曲 面 位 置 。 假如 泡 个 处 于 双 曲 面 位 置 , 那 
么 与 其 中 三 条 相交 的 任 一 直线 也 必 与 第 四 条 相交 ,特别 地 ,从 我 们 
的 示意 图 来 看 , 这 主 也 必 适 用 于 直线 2， 3 4,， 5 中 的 每 一 条 。 
于 是 上 面 所 说 的 四 条 直线 世 将 处 于 双 曲 面 位 置 , 这 跟 我 们 的 作 
闻 盾 。 有 所 以 最 多 有 两 条 与 2, 3, 4, 5 相 殊 的 直线 。 但 按照 我 个 的 
作 图 , 2, 38, 4, 5 痢 与 6 相 父 。 邻 命 1 表示 与 2, 3, 4, 5 相交 的 
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第 二 条 直线 ;我 们 说 , 1 与 6 不 重合 ,而 与 6 相交 。 在 证 明 这 人 句 话 
(下 面 序 将 证 明 ) 以 前 ,我 们 可 以 把 示意 图 179 扩充 成 图 180 那样 。 
最 后 这 个 示意 图 代表 双 大 构 形 。 立刻 可 以 看 出 , 我 们 所 讲 的 正 是 
由 点 和 直线 组 成 的 正则 构 形 ,其 符号 为 (30。， 12;) 。 从 一 个 立方 体 
的 天 个 面 上 每 大 个 一 组 的 直线 当中 适当 地 挑选 一 直线 , 可 作出 特 
别 清楚 而 又 对 称 的 双 六 构 形 。 排 刻 的 情形 从 图 181 上 看 是 一 明了 
然 的 (再 参看 第 94 页 图 102) 。 


(1 
中 
+ 


图 181 


现在 我 们 证 明 方 才 所 说 的 断 语 : 必 有 一 条 不 同 于 4 , 但 与 2， 
3, 4, 5 相交 的 直线 工 , 而 且 1 与 6 相交。 她 假定 第 一 部 分 已 释 
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证 明 , 以 此 为 根据 来 证 明 1 与 6 相交 。 为 此 , 我 们 在 直线 1 上 尘 
出 四 扩 , 在 直线 2 到 6 上 各 选 出 三 皮 , 如 此 一 共 先 出 十 九 个 点 。 
不 过 须 注意 这 些 直 线 的 交点 不 要 与 选 出 的 这 十 九 点 相 重 合 。 从 上 
六 的 论断 我 们 知道 , 这 十 九 个 点 决定 一 个 三 阶 曲 面 f 。 因 为 fs 
与 直线 工 已 经 有 四 点 相同 , 所 以 一 定 包 含 这 条 直线 。 其 次 , fs 与 
直线 2 到 6' 各 有 四 点 相同 ,这 四 点 是 原先 选 好 的 三 点 和 跟 这 三 扣 
不 辣 的 站 线 与 工 的 艾 氮 。 由 此 看 来 , 曲面 fs 也 包含 直线 2 到 6 。 
电 此 又 可 以 推出 ,4 也 包 合 直 线 2 到 6, 因为 每 条 直线 与 曲面 上 
的 四 条 直线 相交 。 最 后 ， 由 于 同样 理由 ,克也 包含 二 。 仿 若 假定 
1 与 6 不 相交 ,我 们 考虑 闻 5 一 样 与 2, 3, 4, 6 相交 的 直线 9。 也 
篆 作 1 时 一 样 ,暂时 除 掉 g 与 5 重合 的 情形 。g 不 能 与 1 重合 ， 
因为 我 个 假定 1 与 6 不 相交 。 由 于 9 与 £; 上 的 四 条 直线 相交 ， 
即 与 2，3, 4, 6 相交 , 所 以 9 本 身 也 在 fs 上。 根据 我 们 的 作 图 ， 
直线 9, 1 , Bb', 6' 都 与 2, 3, 4 相交 , 因而 这 四 条 直线 处 于 双 曲 面 
位 庆 。 于 是 对 应 的 双 曲 面 的 全 部 必 为 fs 的 一 部 分 ;这 可 以 直接 从 
这 件 事 推 知 :与 g,， 1 ,5', 6 相交 的 任 一 直线 必 在 f， 上 ,而 所 有 的 
这 样 的 直线 盖 满 双 曲 面 。 

现在 容易 用 代数 方法 证 明 : 一 个 包 合 二 阶 曲 面 全 部 的 三 阶 曲 
面 必然 由 二 阶 曲 画 和 一 -下面 租 成 。 这 是 冤 ,如 果 G=0 和 及 =0 分 
别 是 三 阶 曲 面 和 二 阶 曲 面 的 方程 , 上 则 三 次 多 项 式 G 总 可 以 被 二 次 
多 项 式 已 整除 , 而 这 只 有 当 G 是 已 和 一 线性 式 的 乘积 时 才 有 可 
能 。 但 是 如 果 说 由 十 九 点 决定 的 曲面 f; 一 定 是 这 一 类 的 一 个 退 
化 情形 , 便 要 得 出 予 盾 。 因 为 , 直线 2 3 ,4 5，,，6 中 没有 四 条 
处 于 双 砷 面 位置 , 因 此 至 多 有 三 条 落 在 属于 Fs 的 双 曲 面 上 。 于 是 
至 少 有 了 两 条 落 在 租 成 fs 的 男 一 个 部 分 的 下面 上 ,所 以 这 两 条 直线 
将 有 一 交点 ,这 跟 我 们 的 作 图 发 生子 着 。 

如 果 我 们 考虑 前 面 除 掉 不 算 的 1(2345) 同 6 重合 或 者 9(2346) 
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同 5 重合 的 情形 , 证 明 仍 然 无 大 更 动 。 在 这 种 情形 下 也 可 以 断定 
由 2, 3, 4 决定 的 双 曲 面 必 为 7 的 一 部 分 。 但 是 要 证 明 从 一 般 的 
情形 推出 这 种 情形 的 极限 过 程 ,就 非 用 代数 方法 不 可 。 

我 们 在 证 明 双 大 构 形 的 最 后 结合 关系 (1'6) 时 , 全 引用 过 一 个 
有 趣 的 事实 :永远 有 包含 双关 构 形 的 一 个 三 阶 曲 面 z， 。 不 难 把 也 
在 Fs 上 的 另外 几 条 直 米 补充 到 汶 个 构 形 上 去 ,比方 说 ,考虑 由 相交 
二 直线 1 和 2 决定 的 平面 和 由 1 和 2 决定 的 平面 ,并 命 (12) 代 表 
这 二 平面 的 交 线 。 那 未 (12) 与 完全 在 矶 上 的 四 直线 1 1', 2, 2 
相交 ;因此 (12) 也 在 Ff 上。 对 于 双 大 构 形 有 和 (12) 一 样 的 关系 的 
一 共有 十 五 条 直线 , 因此 这 十 五 条 直线 都 在 Fs 上 。 因 为 从 1 到 6 
太 个 数字 里 每 次 取 两 个 应 有 15 种 不 同 的 取 法 。 由 此 我 们 得 知 在 
Xs 上 一 共有 2X6 十 15=27 条 直线 。 

在 我 们 得 到 的 这 种 扩大 的 构 形 上 的 直线 当中 还 存在 别 的 结合 
关系 。 事实 上 可 以 证 明 , 那些 用 两 个 数目 表示 的 直线 所 成 的 直线 
偶 , 如 果 它 个 的 记号 中 的 两 个 数目 都 不 相同 , 那么 它们 一 定 相交 ， 
而 且 也 只 有 这 些 丰 线 偶 ， 才 有 交点 。 诈 明 可 以 根据 如 同 证 明了 和 
6 相交 时 所 用 的 概念 。 以 下 我 们 只 葵 出 证 明 的 梗 构 。 由 于 对 称 的 
关系 , 只 须 证 明 (12) 与 (34) 相交 即 可 。 为 此 , 我 们 考虑 三 条 直 粹 
1, 2，(34) , 并 注意 这 三 条 直线 是 同 3 和 出 相交 的 。 假定 (12) 与 
(34) 不 相交 , 则 必 有 一 直线 a 与 四 直线 1, 2, 1'，(34) 相交 , 而 且 
还 有 一 直线 2 与 1, 2, 2 ，(34) 相交。5 必 与 4 不同, 因为 假如 它 
们 表示 同一 直线 , 宅 们 将 与 四 直线 1，2, 1, 2 相交 ,因而 必 与 (12) 
重合 ,这 样 (12) 势 将 与 (34) 相交 , 这 与 方才 假定 (12) 与 (34) 不 相交 
了 矛盾。 同样 ，a 和 7 必 与 3, 出 不 同 。 因 为 , 假如 上 比方 4 与 5 重 
合 ;, 则 3' 也 将 与 1 相交 ,这 跟 我 们 的 作 图 予 盾 。 因 此 a 和 5, 也 象 
3 和 4 一样, 都 在 Fs 上。 又 因为 这 四 条 直线 都 与 三 韦 线 1, 2， 
(84) 相交 ,所 以 四 直线 处 于 双 曲 面 位 置 。 但 是 我 们 已 释 证 明 过 ,了 了? 
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不 能 包含 一 相处 于 双 曲 面 位 置 的 四 直线 。 由 此 可 见 (12) 必 革 (34) 
相交 。 同 理 ，(12) 也 与 (35)，(36) ，(45)，(46) 和 (56) 相交 。 因 为 
(12) 还 与 1, 2, 1, 2' 相交 , 可见 (12) 以 及 其 他 用 二 不 同 数字 表示 
的 任 一 直线 , 都 与 扩大 的 构 形 的 十 条 直线 相交 。 这 句 话 对 于 双 大 
构 形 本 身上 的 直线 也 是 对 的 。 例如 , 1 与 2 到 6' 的 五 条 直线 相 
交 , 也 与 (12) ，(13)，(14) ，(15) ，(16) 五 条 直线 相交 。 这 样 说 来 ， 
由 了 上 27 条 直线 及 其 交点 组 成 的 构 形 , 其 符号 应 为 (13522710)。 
恰 有 135 个 点 这 件 事 是 由 关系 式 185x2= 27x10 得 来 的 。 除 此 
之 外 , 还 可 证 明 构 形 是 正则 的 。 因而 可 以 从 这 个 构 形 用 许多 种 不 
同 的 方法 选取 双关 构 形 。 如 果 加 进 构 形 中 相交 直线 所 决定 的 各 入 
面 , 我 们 便 可 以 利用 结合 关系 表格 来 验证 每 个 这 样 的 平面 必 包 全 
构 形 的 第 三 条 直线 。 这 个 结果 可 以 用 下 述 简 单 的 代数 论点 来 解 
释 。 任 一 平面 必 与 本 交 于 一 条 三 阶 的 曲 厂 。 如 果 丰 面包 含 构 形 
中 的 两 条 直线 ,这 条 三 阶 曲 线 也 应 该 包 含 这 两 条 直线 , 由 此 应 用 代 
数 方法 可 以 证 明 曲 禾 必 由 此 二 直 简 和 第 三 条 相生 组 成 。 不 难 算 
出 ,二 十 七 条 直线 中 的 每 一 条 有 五 个 这 样 的 平面 通过 ,而 且 -一半 有 
四 十 五 个 这 样 的 平面 。 由 此 得 知 此 构 形 不 是 自 对 偶 的 ,虽然 建 立 
在 二 直线 的 对 偶 不 变 的 结合 关系 上 的 双关 构 形 是 自 对 偶 的 。 双 二 
构 形容 易 加 以 补充 使 成 为 上 面 作 出 的 构 形 的 对 偶 构 形 。 为 此 , 我 
人 必须 另 以 直线 组 [ 包 ] 来 代替 直线 组 ( 塘 )， 其 中 例如 [12] 通过 
1 与 2 的 交点 和 了 与 2 的 交点 。 这 样 得 到 的 构 形 , 其 符号 应 为 
(45s276) 。 

让 我 们 回 到 有 二 十 七 条 直线 的 原来 的 构 形 上 去 。 我 们 应 用 枚 
举 法 显示 ,在 任意 一 个 三 阶 曲面 瑟 上 必 有 芝 笠 的 一 个 构 形 刁 。 在 
这 里 , 也 如 同 其 他 枚 举 儿 何 的 论证 中 一 样 ，K 的 一 部 分 是 虚 的 或 
退化 的 情形 也 要 计 和 信 。 证 明 从 计算 所 有 的 双 六 构 形 所 成 的 族 繁多 
的 程度 开始 。 按 照 我 们 的 作 图 法 , 理 线 1 的 选择 是 完 双 任意 的 ,这 
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就 有 了 四 个 参数 。 直 线 工 与 直线 2' 到 6' 的 交点 依赖 于 另外 五 个 
参数 ; 1 与 2 到 6' 的 交点 既定 , 则 2 到 6' 庄 直线 各 可 取 oo? 个 位 
估 , 这 就 有 了 十 个 参数 。 因 为 直线 1， 2', 3', 4, 5', 6' 唯一 地 决定 
六 构 形 ,所 以 一 共有 oo 个 双 太 构 形 (19=4+5 十 10)。 构 形 开 
族 也 有 这 样 多 的 参数 。 因为 , 每 一 个 这 种 类 型 的 构 形 决 定 于 其 中 
的 一 个 双 大 构 形 ,而 且 在 任 一 构 形 及 里 显然 只 有 有 有限 个 数 的 双 大 
构 形 。 但 是 我 们 已 名 答 出 了 通过 任意 痊 定 的 K 作 名 的 方法 , 因 
好 可 知 , 用 这 种 方法 作出 的 曲面 世族 或 者 包含 oo 个 曲面 , 或 者 
还 要 少 些 , 如 果 是 少 些 的 话 , 那 末 在 fs 上 至 少 有 cof 个 构 形 尺 ,也 
就 是 f 必须 是 三 阶 的 直 科 曲面 。 但 是 可 以 证 明 ,三 阶 直 和 曲面 的 
个 数 少 于 oo; 因此 ,所 作出 的 可 至 少 应 该 包含 oo? 个 双 大 
形 。 由 于 我 们 已 经 诈 明 Fs 不 包含 双 曲 面 ,又 因为 高 于 二 阶 的 任 一 
直 科 曲面 只 能 包含 一 个 直线 族 , 这 样 的 fs 不 可 能 含有 cc2 个 双 大 
构 形 。 因 此 ,在 一 般 的 情况 下 曲面 不 能 是 直 较 曲面 ,可 见 我 们 的 作 
图 至 少 包括 了 oo* 个 曲面 。 另 一 方面 , 在 上 一 节 我 们 全 轰 诗 过 ， 
只 有 co* 个 三 阶 曲 面 。 据 此 ,再 考虑 到 图 形 的 代数 性 盾 , 每 一 个 三 
阶 曲 面包 含 构 形 到 的 断 营 的 正确 性 就 可 以 严格 地 加 以 论证 。 
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俄 译本 出 版 者 的 话 


D. 希 尔 伯 特 和 8. 康 福 森 合 著 的 “直观 几何 ”是 世界 通俗 文献 
中 为 数 不 多 的 出 于 大 数学 家 手笔 的 书籍 中 的 一 本 ,由 于 叙 壕 的 循 
序 渐进 而 又 生动 ,著者 就 使 得 极其 丰富 的 几何 知识 能 为 对 数学 有 
兴趣 的 广大 读者 所 接受 、 所 理解 。 

原 书 著者 之 一 8S. 康 驻 森 在 1934 年 由 希特勒 德国 迁居 到 苏联 
来 , 并 且 参 加 了 俄 衣 本 第 一 版 的 准备 工作 。 1986 年 8. 康 福 森 在 
重病 之 后 死 于 莫斯科 。 

必须 指出 , 原 书 还 是 有 些 较 大 的 缺点 的 。 一 般 地 说 , 书 中 没有 
关于 数学 发 现 的 历史 方面 的 关 述 。 某 些 地 方 虽 也 有 带 点 历史 性 质 
的 注释 , 却 往 往 只 详 灵 地 引证 比较 不 重要 的 著作 ,可 是 对 于 直接 关 
联 到 所 计 内 容 而 属于 我 国 科学 家 的 重大 的 数学 研究 ,有 时 连 提 世 
不 提 。 在 这 次 再 版 俄 注 本 时 ,各 个 地 方 加 了 脚注 ,希望 尽 可 能 地 弥 
补 这 个 缺陷 。 


(5) 


序 


在 数学 中 , 象 在 任何 科学 研究 中 那样 ,有 了 两 种 倾向 。 一 种 是 抽 
象 的 倾向 , 序 从 所 研究 的 错综复杂 的 材料 中 提炼 出 其 内 在 的 膛 辑 
关系 , 工 根 据 这 些 关 系 把 这 些 材料 作 条 和 统 的 .有 条 理 的 处 理 。 另 一 
种 是 直观 的 倾向 , 即 更 直接 地 掌握 所 研究 的 对 象 ,侧重 它们 之 间 的 
关系 的 具体 意义 ,也 可 以 说 领会 它们 的 生动 的 形象。 

就 几何 方面 说 ,抽象 的 倾向 已 经 引导 到 代数 几何 、 黎 曼 儿 何 和 
拓扑 学 等 安信 的 系统 的 理喻 ;在 这 里 抽象 的 思考 方法 以 及 代数 性 
质 的 符号 运算 获得 广泛 的 运用 。 然而 , 直观 在 几何 中 起 的 作用 却 
是 更 大 ,过 去 如 此 ,现在 还 是 如 此 。 具 体 的 直观 不 仅 对 于 研究 工作 
有 五 大 的 价值 ,对 于 理解 和 欣赏 儿 何 中 的 研究 精 果 也 是 这 样 。 

本 书 的 目的 在 于 从 直观 形象 这 一 侧面 来 介绍 今日 的 几何 。 借 
助 于 直观 想象 ,我 们 能 够 关 述 几何 中 的 各 种 各 样 的 事实 和 问题 ;不 
“但 如 此 ,在 许多 情况 下 我 们 还 能 够 描述 有 关 的 研究 方法 和 证 明 方 
法 的 几何 轮廓 ,而 无 须 详 宪 概念 的 严格 定义 和 实际 计算 。 例 如 , 具 
有 一 个 洞 (不 管 这 个 洞 多 么 小 ) 的 球面 恒 能 摧 焉 的 证 明 , 或 一 般 地 
不 能 把 两 个 不 同 的 环 面 中 的 一 个 保 角 地 映射 成 男 一 个 环 面 的 证 
明 ,都 可 如 此 处 理 , 使 得 不 愿 追 完 解析 推演 的 粗 革 的 人 , 也 可 以 贫 
会 到 成 如 何 证 明和 为 什么 能 这 样 证 明 。 

由 于 几何 的 方面 很 “而且 它 跟 状 多 数学 男 支 发 生 关系 ， 因而 
我 们 甚至 于 能 够 从 它 获得 整个 数学 的 概观 .能够 认识 数学 问题 的 
变化 多 端 .以 及 数学 思想 的 丰富 多 彩 ,因此 从 兽 观 形象 出 发 而 且 用 
粗 线 条 的 方式 来 描 给 几何 ,应 该 会 使 专家 圈子 以 外 更 广大 的 群众 
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对 于 数学 有 更 合理 的 评价 。 因 为 ,一 般 地 说 ,数学 并 不 是 普通 入 特 
别 喜 妥 的 学 科 ， 虽然 它 的 重要 性 可 以 说 已 经 得 到 公 釉 了。 此 中 原 
因 是 由 于 有 一 种 流行 的 误解 ,认为 数学 不 过 是 算术 的 延 各 和 提 珊 ， 
用 数目 来 变 戏法 。 本 书 用 图 形 来 林 代 公式 ; 这 里 的 图 形 是 读者 看 
得 见 的 , 而 臣 读 者 容易 制作 模型 来 加 以 补充 。 本 书 要 通过 这 种 方 
式 来 和 这 种 流行 的 误解 作 斗 第 。 希 望 本 书 能 使 读者 易于 看 透 数 学 
的 本 质 , 不 致 于 在 繁 难 的 学 习 面 前 望而却步 ,从 而 使 数学 更 易于 为 
和信 所 欣赏 。 

本 书 的 目标 刻 是 如 此 , 自然 不 能 顾 到 把 各 方面 的 材料 搜罗 完 
备 和 把 所 讨论 的 材料 按 严 格 季 统 安 排 ,也 不 能 把 所 讨论 的 每 个 课 
题 讨 论 得 及 尽 无 遗 。 再 者 , 书 中 各 节 对 于 读者 预先 有 具有 的 数学 冲 
称 的 要 求 也 不 能 完全 相同 ; 虽然 本 书 大 部 分 的 叙述 是 很 初等 的 ,但 
是 , 若 要 各 竞 宛 长 而 厌烦 的 倒 述 ,有 一 些 美 丽 的 几何 的 探讨 是 只 有 
对 于 具有 一 定 程度 的 训练 的 人 才能 完 至 解释 清楚 。 

各 意 的 附录 都 假定 该 者 已 具有 革 些 预备 知识 ,这 些 附录 是 补 
充 性 的 ,而 不 是 解释 正文 的 。 

几何 各 部 站 的 相互 关系 其 为 密切 ,而 且 密 切 得 往往 出 人 意料 
之 外 。 这 一 情况 在 本 书 中 多 处 出 现 。 虽然 如 此 , 由 于 所 处 理 的 材 
料 多 种 多 样 ,有 必要 使 各 章 在 一 定 程 度 上 各 自 独 立 , 以 驶 为 了 理解 
后 面 的 几 章 就 必需 完全 熟悉 前 面 的 各 章 。 我 们 希望 , 由 于 有 了 一 
些 令 述 上 的 重复 ,读者 可 能 自由 地 阅读 各 别 的 章 , 有 时 甚至 是 各 别 
9 节 , 而 不 致 子 难以 接受 或 不 威 到 兴趣 。 我 们 愿意 颌 着 诸位 普 者 
在 几何 的 大 花园 里 作 一 次 费 于 的 散步 ,证 每 人 摘 取 一 束 自己 心爱 
的 花 邓 。 

本 书 的 底稿 是 我 在 古 庭 根 于 1920 一 1921 年 冬季 每 周 四 次 的 
“直观 几何” 的 吝 演 ,经 W. 罗 塞 曼 (Rosemann) 记 录 的 。 本 书 里 基 
本 上 保存 了 原 讲稿 的 结构 和 内 容 , 但 是 S. 康 福 森 (Cohn-Vossen) 


& 麻 
改 号 了 许多 疆 节 ,并 且 补 充 了 个 少 的 材料 


D. 希 尔 但 导 
”1932 年 6 月 于 十 庭 根 
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直到 现在 为 止 ， 我 们 都 在 研究 几何 图 形 的 整体 构造 。 微 分 几 
何 学风 提供 了 根本 不 同 的 一 种 研究 方法 。 襄 得 明确 些 ， 我 们 开始 
将 只 研究 曲 儿 或 曲面 在 它 任 一 点 紧密 分 近 的 情况 ,为 了 这 个 目的 ， 
我 们 把 一 点 的 邻 域 , 同一 个 最 简单 的 图 形 ， 例 如 直线 、 平 面 、 转 或 
球 , 来 进行 比较 ， 而 这 个 图 形 在 所 考虑 的 邻 域内 是 最 接近 所 脸 于 
曲线 的 。 例 如 用 这 种 方法 我 们 就 得 到 众所周知 的 曲线 在 一 点 的 切 
线 的 揣 念 。 

这 种 所 谓 局 部 的 微分 儿 何 学 ， 或 小 范围 的 微分 几何 学 的 研究 
方法 ， 为 另 一 种 重要 观点 一 一 大 范围 的 微分 儿 何 学 所 补充 。 这 就 
是 襄 ,对 于 一 连 绩 几何 图 形 , 如 果 已 知 它 在 每 一 点 的 邻 域内 都 具有 
某 一 确定 的 微分 几何 学 的 性 质 ， 那 么 经 常 可 以 推断 关于 图 形 整体 
精 构 的 一 些 重要 事实 。 例 如 对 于 一 下面 曲 黎 ， 车 已 知 曲线 上 没有 
一 点 的 邻 域 完全 在 这 点 的 切线 的 同 侧 , 那么 可 以 证 明 , 这 曲 禾 必然 
是 直线 。 

微分 几何 学 除了 讨论 由 点 组 成 的 连续 流 形 以 外 ， 还 讨论 由 其 
他 元 素 , 例如 由 惠 黎 钥 成 的 流 形 ; 在 研究 连续 光线 系统 的 几何 光学 
中 , 就 提出 这 一 类 的 间 题 。 

最 后 , 微分 儿 何 学 引导 到 高 斯 和 黎 曼 首先 提出 的 一 个 问题 , 就 
是 由 只 与 各 点 的 邻 域 有 关 的 概念 和 公理 建立 起 整套 的 几何 学 来。 
于 是 产生 了 直到 今天 还 没有 发 气 妆 尽 的 多 种 多 样 更 一 般 的 几何 
学 , 而 所 缚 “ 非 欧 几 何 学 ”只 是 其 中 一 个 重要 的 特殊 例子 而 已 。 广 
义 相 对 座 千 诉 我 们 ， 要 芙 实地 描写 物理 世界 稳 不 能 依照 通常 的 欧 
氏 几何 学 , 而 必须 合照 更 一 般 的 黎 曼 几何 学 。 
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§ 26. 平面 曲线 


从 最 简单 的 东西 设 起 ， 即 先 研究 平面 曲 绥 。 我 们 限于 研究 
看 的 一 小 段 , 在 这 小 段 上 曲线 不 和 自己 相交 。 
和 曲 稳 交 于 两 点 的 直线 称 为 苞 昌 缕 的 制 线 。 把 割 缕 s 绕 其 一 
交点 旋转 , 使 另 一 交点 沿 曲 钱 趋 近 于 这 一 点 (图 182)， 则 割 线 将 趋 
近 于 一 定 的 位 置 i 。 在 这 个 位 置 的 直 
线 叫做 芯 砷 绥 的 切线 , 而 定点 中 切 点 。 
显然 切线 是 通过 切 点 的 所 有 站 米 当中 
最 贴近 曲线 的 直 厂 。 因 此 ， 在 这 点 的 
切 辜 的 方向 就 称 为 曲 入 在 这 点 的 方 
向 。 若 二 曲线 在 一 交点 处 的 切线 交 成 
图 182 a 角 , 则 称 二 曲线 在 这 点 交 成 e 角 ; 车 
二 切线 重合 ， 旭 称 二 曲 纺 在 这 一 交点 相 切 。 切 线 在 切 点 的 重 线 称 
为 曲 缕 在 蕊 点 的 法 线 。 
昌 线 在 任 一 点 的 切线 和 法 和 线 作成 一 直角 坐标 系 的 坐标 轴 。 用 
这 种 特殊 坐标 系 来 研究 曲线 在 所 考虑 的 一 点 处 的 性 态 , 越 为 方便 。 
让 我 们 任意 选 定 煌 线 上 一 个 方向 作为 点 的 移动 方向 。 然 后 把 平面 
被 坐标 轴 分 成 的 四 个 象限 糯 
上 号 码 。 第 一 象限 是 这 样 先 
取 的 〈 图 183): 其 中 含有 曲 
钱 在 原点 近 旁 的 点 ， 从 这 点 
在 曲线 上 沿 指定 方向 行进 将 
磁 到 原点 ; 其 余 三 个 象限 2， 
3 4 的 命名 法 是 : 切 炎 把 象 
限 J，2 同 3,4 分开, 湛 矿 把 
象限 1,4 同 2,3 分 开 。 于 是 加 183 
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按照 动 点 沿 指定 方向 通过 原点 后 ， 来 到 第 二 、 第 三、 第 四 象限 或 回 
到 第 一 象限 ,而 分 为 四 种 情况 (图 183 的 I 一 IV)。 只 有 在 第 一 种 情 
这 下 我 们 所 讨论 的 点 地 四 做 正则 避 ， 在 其 余 三 种 懈 训 下 都 中 做 奇 
局 。 实际 上 曲线 上 几乎 所 有 的 点 都 古 正 则 和 的， 只 有 在 个 别 的 地 方 
- 才 出 现 末 点 4。 在 第 二 种 情况 下 我 们 就 曲线 有 抛 点 ， 在 第 三 、 第 四 
种 情况 下 分 别 襄 曲 炙 有 或 尖 点 和 饲 中 类 点 史 。 可 以 证 明 ， 这 种 分 
类 法 与 所 取 所 的 移动 方向 无 关 。 

现在 我 们 要 作 一 图 形 ， 表 示 曲 线 当 通过 这 四 种 类 型 的 点 时 切 
胡 方 向 改变 的 情况 。 为 此 我 们 条 用 高 斯 首创 的 一 种 石 法 ， 这 方法 : 
对 于 曲面 的 研究 特别 重要 。 同 
以 前 一 样 ， 在 曲线 上 选 好 一 个 
行进 方 辐 。 在 曲线 的 平面 上 男 
作 一 单位 图 。 我 们 把 曲 厂 上 的 
每 一 条 切 多 用 和 它 平 行 的 什 径 
表示 ， 守 径 从 图 心 出 发 的 方向 
与 曲线 在 所 计 葵 的 点 的 方向 一 
致 (图 184)。 用 这 种 作 图 法 ， 
对 应 于 曲线 上 每 一 点 书 喜 决定 图 长 4 
了 圆周 上 一 扣 4 些 即 牛 径 与 图 周 的 交点 。 在 这 种 表示 法 之 下 , 器 
上 的 点 称 为 曲 和 的“ 切 禄 象 或 "切线 标 形 ”或 "高 斯 象 "。 因 为 圆 的 
定 径 总 是 垂直 于 对 应 的 赔 的 切线 ， 所 以 曲 缕 的 切 缕 总 平行 于 切线 
象 上 对 应 的 法 线 , 而 切线 象 上 的 切线 总 平行 于 曲线 上 对 应 的 法 线 。 


@ ”这 和 旬 话 仅 对 于 直线 不 成 立 。 在 次 帮 的 情况 ， 上 述 方 法 完全 不 适用 。 又 车 从 更 
高 的 观点 来 看 ， 则 在 第 一 种 情况 下 也 可 出 现 奇 点 ,， 即 当 在 该 点 的 监 就 贺 退 化 成 简直 
点 的 时 候 ( 参 看 第 181 页 )。 z 

@ 这 里 讲 的 戟 尖 点 和 篇 路 央 点 通常 称 为 第 一 类 尖 点 和 第 二 类 尖 点 。 一 一 中 谋 
者 注 。 
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高 斯 的 表示 法 能 使 曲线 上 每 一 点 对 应 于 固 周 上 趴 一 的 点 。 但 
是 反 过 来 , 与 圆周 上 一 点 相对 应 的 曲线 上 的 点 ,通常 不 正 一 个 ， 而 
是 好 多 个 , 即 押 有 那些 具有 相同 切线 方向 的 点 (例如 图 184 中 的 书 
和 Ps)。 

设想 有 一 点 沿 曲线 运动 ， 经 过 图 183 中 所 示 的 各 种 不 同类 型 
的 点 。 在 第 且 和 第 IY 种 情况 , 点 改变 了 运动 的 方向 ， 但 在 第 工 第 
下 种 情况 ， 方向 不 变 。 现在 要 间 ， 切线 象 上 对 应 点 的 情况 是 怎样 
的 ? 在 第 1 种 和 第 页 种 情况 ， 运动 的 方向 不 变 , 但 在 第 1 和 第 IY 
种 情况 方向 改变 了 。 实 际 上 在 一 个 第 石和 第 IY 种 点 的 近 旁 有 平 
行 切线 , 但 其他 两 各 不 没有 。 因 为 切线 象 上 点 的 移动 方向 , 反映 了 
昌 线 上 切线 方向 的 改变 ， 我 们 可 以 把 曙 线 上 的 四 种 类 型 的 点 刻 划 
如 下 : 

工 焉 划 点 : 曲线 上 的 点 和 它 的 切线 象 都 沿 原 方 向 继续 前 进 。 

TI. 拐点 : 曲线 上 的 点 沿 原 方向 继 著 前 进 , 但 象 点 反 转 了 方向 。 

区 载 尖 点 : 曲 禄 上 的 点 反 转 了 方向 ， 但 象 点 沿 原 方向 继 轩 前 
进 。 

了 .局 跨 灾 点 : 曲 黎 上 的 点 和 和 象 点 都 反 转 了 方向 。 

上 面 的 分 类 法 大 没有 包括 所 有 可 能 的 情形 。 即 使 我 们 局 限于 
有 简单 解析 表 式 的 一 段 曲线 , 也 还 有 另外 三 种 情况 未 包括 在 内 : 可 
能 有 “二 重点 ,在 这 种 点 处 曲 友 自 交 ; 还 有 端点 , 在 这 种 点 处 , 时 线 
突然 终止 了 ; 最 后 ， 曲 线 也 可 能 有 “孤立 点 ”， 即 同 曲 线 上 其 他 点 完 

分 离 的 态 ( 贿 看 第 201 一 202 页 )。 奇 怪 的 是 , 更 有 一 些 情况 ,在 

图 形 上 省 来 很 简单 , 可 是 它们 的 解析 表达 式 却 很 复杂 , 例如 角度 不 
等 于 雳 的 隅 角 。 

现 柱 我 们 来 引 进 曲 率 的 构 念 。 这 个 概念 在 全 部 曲 黎 论 和 上 曲面 
高 补正 着 极其 重 机 的 地 位 。 以 后 将 会 看 到 ， 出 率 与 高 斯 的 切线 表 

i 有害 切 联系 。 设 二 和 ja 是 一 则 线 上 相 邻 二 点 己 和 书 的 切线 ， 


Zn 
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2 和 和 是 它们 的 法 线 。 底 二 
法 线 区 于 点 玖 (图 185)。 显 
然 ， 二 切线 间 的 夹 角 等 于 二 
法 线 间 的 夹 角 : 

Lits)= LNins), 


现在 让 Ps 点 沿 曲 线 趋 
近 于 已， 同时 考虑 (payoa) 图 185 
和 曲线 上 两 点 距离 之 比 。 一 般 地 , 这 个 比 趋 于 一 极限 


pz PiPs 一 
让 个 乌有 叫做 昌黎 在 点 Pi 的 曲率 。 
等 于 二 法 线 线 自 MP 和 让 Ps 的 公共 极限 名 段 长 7 的 个 
数 。 让 可 以 内 下 面 的 变换 多 至 于 它 的 解析 证 明 姑且 从 赂 : 


. ACN Sin(%ps) PiPe 
太一 lim 1ina Pp ppp 
PiP:30 PP PP20 if Pi p 30 1 "二 1 多 


1 1i| 
pp MP 

数值 > 也 可 以 用 别 的 方法 求 得 : 过 Pi 及 曲线 上 邻近 二 点 作 一 

图 。 让 这 邻近 二 点 治 灿 和 线 趋 近 于 己 ， 则 圆 将 趋 近 某 一 极限 位 置 。 

从 作 图 上 和 淖 来 ， 我 们 可 以 预想 到 极限 贺 的 中 心 就 在 法 线 交 点 下 的 

极限 位 置 ， 由 此 可 知 极限 圆 的 年 径 就 等 于 r+。 用 解析 方法 可 以 证 

实 这 名 话 。 这 个 圆 听 做 曲线 在 已 的 曲率 贺 ， 赔 心 对 做 曲率 中 心 。 

圆 的 个 径 外 做 曲率 中 径 。 由 于 上 述 的 作 图 法 ， 我 们 通常 襄 曲 素 男 

与 曲线 艾 交 于 三 个 重合 的 点 。 相仿 地 ， 我 们 也 褒 切 线 与 曲线 交 于 两 
个 重合 的 点 。 

还 有 一 种 确定 曲率 图 的 方法 : 起 考虑 所 有 与 曲线 相 切 于 书 点 的 

辕 (图 18))， 但 这 些 图 的 图 心 都 在 曲 厂 过 P 的 法 线 上 。 平 面 在 PP 

9 邻近 被 曲线 分 成 两 部 分 ， 这 两 部 分 吓 做 曲线 段 的 两 侧 。 所 考虑 
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的 那些 贺 里 面 ， 有 一 些 图 在 P 的 近 旁 
下、 洛 全 位 于 昌 线 的 一 便 ， 其 余 的 一 些 转 
则 完全 位 于 另 一 仙 。 曲 率 牛 径 为 y 的 
”曲率 凰 一 般 地 有 下 列 性 质 ; 它 把 两 组 
图 分 开 ， 使 得 在 己 的 邻近 所 有 舍 径 大 
于 7 的 诸 加 居于 曲线 的 一 侧 ， 所 有 侍 
/ 径 小 于 7 的 禾 贺 居于 曲线 的 另 一 倒 。 
图 126 曲率 加 本 身 通 常 分 开 落 在 法 线 的 两 
侧 , 又 在 曲线 的 两 侧 ; 换 句 茜 喜 ， 昌 率 图 在 切 点 处 穿 过 昌 奉 。 如 同 
册 线 的 奇 点 一 样 ， 曲 率 略 不 穿 过 曲线 的 点 只 能 在 曲线 的 个 别 地 方 
出 现 ， 除 非 曲 厂 本 身 就 
可 以 作为 这 种 点 的 例子 
\ (图 187)。 从 对 称 性 上 
来 看 显然 曲率 图 不 能 在 
图 187， 这 些 点 处 穿 过 则 线 。 一 

般 来 讲 ， 在 曲线 与 对 称 珊 的 各 交点 处 ,也 有 同样 情形 。 
曲率 加 通常 罕 过 曲 厂 这 件 事实 ， 从 曲率 图 的 第 一 种 作法 中 也 
是 容易 理解 的 。 一 个 狐 过 曲线 上 一 点 的 图 一 般 地 机 在 这 点 处 穿 过 
铀 纱 。 因 此 当 一 圆通 过 曲线 上 的 邻近 的 三 个 点 时 ， 在 第 一 点 从 4 
侧 穿 到 B 侧 ,在 第 二 点 从 5 侧 穿 回 到 4 侧 , 第 三 点 又 从 4 侧 穿 到 B 
便 ; 车 三 点 趋 近 以 至 重合 ， 则 圆 的 这 种 情况 一 般 地 在 过 程 中 不 会 
铸 变 ， 因 而 可 以 看 到 曲率 图 在 切 点 处 确实 从 曲线 的 一 侧 穿 到 另 一 

个 9。 

前 面 合 称 提 过 ， 曲 线 的 曲率 和 切线 象 之 问 有 某 种 关系 存在 。 


一 一 》 


@ 根据 类 似 的 理由 , 切 简 通常 不 在 它 的 切 点 处 穿 过 曲 厂 。 


1 $26) 椒 面 曲 境 181 
设 包 和 Qs 是 与 曲线 上 两 点 Pi 和 Po 对 应 的 切线 象 (图 188)。 那 
么 
L(tity)= /A(Q00) 0.0 

出 此 可 知 ， 曲 紊 侍 径 是 曲线 上 一 小 段 弧 长 对 其 切线 人 象 上 弧 长 之 比 
的 极限 。 

在 个 别 点 处 曲率 第 
径 可 能 变 成 无 穷 大 ; 在 
这 等 点 处 曲率 圆 退 化 成 
直线 , 因而 与 切线 重合 。 
在 这 样 的 点 处 切线 通常 
要 穿 过 曲 编 ， 因 此 这 一 阳 188 
成 帮 是 抛 点 。 不 过 也 有 一 些 例 外 , 即 是 在 曲率 等 于 堆 , 但 切线 不 穿 
过 曲线 的 情形 。 这 情形 与 槛 圆 在 它 的 各 个 顶点 处 的 曲率 贺 的 性 态 
有 相同 之 处 (参看 第 177 页 上 的 脚注 )。 

从 曲线 的 曲 达 和 切线 象 之 间 的 关系 又 可 导出 在 载 尖 点 处 的 申 
率 通 芝 变 为 无 穷 大 ， 因 而 在 这 种 点 处 曲率 圆 收缩 成 为 切 点 。 对 于 
局 嘴 尖 点 来 讲 , 我 们 作 不 出 什么 一 般 的 论断 。 

从 上 面 所 介 和 弛 的 几 个 概念 , 发 生 一 系列 的 重要 于 题 。 例 如 , 若 
昌黎 的 曲率 已 答 定 为 弧 长 的 函数 , 试 由 此 决定 曲 克 。 可 以 理解 , 而 
且 也 可 以 用 解析 方法 证 明 , 这 样 的 夯 数 唯一 地 决定 了 曲 绞 的 形状 ; 
男 一 方面 , 任意 给 定 这 样 的 一 个 函数 (假定 这 冰 数 满足 某 些 连 绪 条 
件 )， 确 实 有 某 一 曲线 与 之 对 应 。 这 种 决定 曲线 的 方法 ， 其 优点 是 
不 俯 事 于 特殊 的 坐标 对。 由 于 这 种 理由 ， 弧 长 和 则 率 叫做 曲 多 的 
“自然 "或 “ 豪 性 ”参数 。 最 简单 的 情况 是 曲率 5 处 处 是 常 值 的 。 半 


径 为 二 的 加 ,就 是 一 例 。 并 且 按 上 面 所 襄 的 , 只 有 图 才能 如 此 。 当 
=0 时 ， 得 到 直线 。 这 样 ， 直 线 和 图 是 曲率 为 常 值 的 仅 有 的 平面 
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再 有 , 可 用 好 多 种 方法 从 一 曲线 议 导 出 另 一 粘 线 。 例 如 ,一 给 
定 昌 绥 的 所 凋 归 牵 中 必 ， 梅 成 一 新 的 昌 线 ， 此 候 给 定 昌 科 的 渐 大 
线 。 反 过 来 ， 第 一 条 旺 缕 叫做 第 二 条 曲线 的 当 伸 线 。 一 是 线 的 洁 
傈 线 永 迁 可 用 绳 线 作 出 ， 基 法 如 下 : 把 一 段 绳 线 某 共 申 附 在 曲线 
上 ， 苦 固 定 其 一 交点 ， 然 后 把 绳 线 逐渐 拉 开 ， 拉 开 时 要 始终 保 尘 强 
钱 菠 拉 得 举 认 的 ， 如 此 则 自由 端点 就 描 出 一 段 浙 促 厂 。 轩 的 浙 伸 
线 我 们 已 经 用 这 种 办 法 作出 来 了 (参考 第 6 员 )。 至 于 渐 屈 线 和 淅 
仲 线 之 因 的 这 种 媳 殊 关系 的 原理 , 将 在 下 一 章 间 明 (8 41, 第 205 一 
276 页 )。 


§ 27， 空间 曲线 

上 一 闻 的 大 部 分 对 苍 均 可 适用 于 空间 曲线 (有 时 也 时 乒 曲 
线 )。 
首先 ， 空 间 昌 线 的 切线 仍然 是 当 一 安 点 趋 近 以 至 重合 于 另 一 
交点 时 制 线 的 极限 位 置 。 但 是 空间 曲 贱 跟 平 面 曲线 在 这 方面 有 所 
不 同 : 空间 则 线 的 切线 在 切 点 处 有 无 数 垂 线 ， 这 些 垂 线 填 满 一 平 
面 , 它 中 做 曲 禾 在 该 点 的 洁面 。 

现在 我 们 要 找 出 在 所 考虑 的 点 的 邻近 与 曲 矿 最 逼近 的 下 面 。 
为 了 这 个 目的 ， 我 们 通过 在 已 知 点 的 切线 和 了 曲 线 上 一 邻 点 作 一 平 
面 ， 工 让 第 二 点 沿 由 继 趋 近 于 那个 固定 的 切 点 。 在 这 个 过 程 中 平 
面 趋 近 于 一 极限 位 置 。 这 极限 平面 就 是 我 个 所 要 求 的 平面 ， 它 吓 
做 曲线 在 已 知 点 的 密切 面 。 按 照 前 面 的 胶 法 ， 我 们 说 密切 面 与 曲 
线 有 三 个 重合 的 灾 点 。 由 于 这 个 原故 ， 曲 纹 在 切 点 处 一 般 地 要 穿 
过 密切 面 ,虽然 它 位 于 包含 切线 的 任何 其 他 在 面 的 同一 侧 。 

因为 密切 面包 含 切线 , 所 以 密切 面 垂 直 于 法 面 。 最 后 , 我 们 考 
虑 通过 曲线 上 已 知 点 的 娓 垂直 于 革 面 双重 直 于 窒 切 面 的 焉 面 。 这 


人 § 27) 空间 曲线 全 
个 平面 中 做 从 切 ( 直 化 ) 面 。 


卫 所 考 捞 的 点 3 密切 面 入 法 面 
五 ”从 切面 t 切线 有 主 法 粮 
b 副 涉 线 k 曲率 图 ” 曲率 伞 径 
4C 曲率 轴 CC 曲率 中 心 OS 密切 球面 的 中 心 
图 189 


刚才 所 襄 的 三 个 斑 面 可 以 作为 室 间 箔 卡 儿 坐 标 系 的 三 个 化 标 
面 。 这 样 的 怪 标 系 用 来 描写 邮 禾 在 所 光 虚 的 点 处 的 性 态 芒 为 广 
- 便 。 在 这 样 的 坐标 系 中 , 一 根 坐 标 加 是 切 和 出 ; 其 他 两 根 轴 ,因为 一 
定 都 在 法 面 上 , 分 别 叫做 主 法 简 和 副 法 米 。 主 法 楼 在 密切 面 上 , 副 
法 禾 在 从 切面 上 (图 189)。 这 种 毕 标 系 ， 由 于 它 依赖 于 山 禾 上 的 
点 ， 叫 做 曲线 的 动 标 三 面 ( 模 ) 形 。 动 标 三 面 形 与 斑 面 曲 简 中 由 切 
嫉 和 法 禄 向 成 的 坐标 条 相 类 似 。 在 空间 中 ， 一 个 坐标 系 定 出 入 个 
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水 为 封 腿 的 区 域 ， 这 是 跟 下 面 上 只 有 四 个 象限 不 同 的 地 方 。 这 样 
动 标 三 面 形 可 用 来 区 别 空间 基线 上 从 种 不 同类 型 的 点 ， 正 与 在 第 
178 页 上 讲 过 的 将 平面 曲线 上 的 点 分 成 四 种 类 型 的 作法 相仿 和 佛 ， 
辕 平 面 曲线 一 样 , 空间 曲线 上 的 点 也 只 有 一 种 类 型 是 正则 的 , 其 余 
的 情况 只 能 在 个 别 的 地 方才 会 出 更 〈 想 定 我 倍 的 曲线 扶正 是 空间 
曲线 而 不 是 完 休 在 一 平面 上 )。 在 正则 点 处 , 曲线 穿 过 短 切 面 和 法 
面 痊 上 且 位 于 从 切面 的 同 旁 。 共 他 的 情况 我 们 不 再 车 葛 。 此 外 ， 附 
带 一 提 , 对 于 迪 间 盟 业 , 也 和 平面 曲 绥 一 样 , 即使 解析 结构 很 简单 ， 
仍 可 能 出 现 另 外 三 种 类 型 的 奇 点 ， 即 二 重点 、 端 点 和 孤立 点 。 

现在 我 们 把 平面 曲线 的 高 斯 表示 法 推广 到 空间 曲线 上 去 。 为 
了 这 个 目的 ,我们 作 一 个 单位 伯 径 的 球面 。 对 应 于 曲 黎 (假定 曲线 
已 定向 ， 即 有 一 定 的 行进 方向 ) 上 的 每 一 切 缕 作 球 面 的 一 个 哇 径 ， 
使 个 径 盏 行 了 于 切 绑 ， 关 和 切线 取 同 一 指向 。 球 面 上 半径 的 端点 旦 
向 旧 线 上 各 对 应 点 的 切 缠 象 。 用 这 种 方法 能 把 整个 曲线 表现 为 球 
面 上 的 曲线 。 考 以 主 法 线 和 副 法 线 来 代替 切 粮 ， 则 在 单位 球面 上 
可 得 另外 两 条 曲线 。 分 别 相对 于 它们 各 自 的 动 标 三 面 形 来 看 ， 这 
三 种 “球面 象 "之 间 , 以 及 三 种 球面 象 与 原 中 线 之 问 , 存在 着 某 些 简 
单 的 关系 。 例 如 ， 切 线 象 和 副 法 线 象 一 起 能 够 到 划 曲 和 线 的 上 述 及 
种 类 型 的 点 。 这 是 襄 , 原 曲线 上 的 点 、 切线 象 上 的 点 . 副 靶 线 象 上 
的 点 可 各 在 自己 的 路 久 上 继 积 前 进 或 者 变 成 后 退 ， 而 所 有 可 能 情 
况 的 组 合 , 就 恰恰 给 出 入 种 类 型 的 点 。 

下 面 我 们 把 盟 率 的 概念 推广 到 空间 曲线 上 去 。 绩 ,sz 分 别 


. _/ (poN 
为 由 存在 二 邻 点 书 和 户 的 切 态 .考虑 当 饭 趋 近 于 己 时 商 全 各 多、 
1 2 


这 个 闸 一 般 趋 于 一 极限 值 ， 它 昌 做 曲 术 在 户 点 的 曲率 (或 第 一 曲 
性)。 我 们 已 考 知 道 , 平面 曲线 的 曲率 与 二 法 线 灾 点 的 极限 位 置 之 
测 存 在 着 怎样 的 关系 。 对 于 空间 由 和 线 ， 类 似 的 前 证 导出 的 不 是 一 
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个 点 ， 而 是 一 条 直线 一 - 相 邻 二 法 面 交 缕 的 极限 位 置 。 这 条 直 悉 
叫做 曲名 在 所 考虑 点 上 的 极 轴 ( 也 时 上 曲 来 轴 )。 家 费 在 法 面 上 ， 而 
且 从 极限 过 程 可 以 知道 ， 极 轴 下 行 于 副 枝 米 (参看 图 189) 。 极 轴 
和 主 法 线 的 交点 叫做 (第 一 ) 曲 率 中 心 。 曲 率 中 心 与 明和 线 上 对 应 点 
的 距离 7 叫做 (第 一 ) 曲率 全 径 。 同 平面 上 的 情形 一 样 ,7 是 曲率 
的 倒数 。 通 过 曲 帮 上 相 邻 三 点 的 国 ， 当 三 点 趋 近 以 至 重合 时 趋 近 
一 极限 位 置 。 这 个 极限 图 在 密切 面 上 ， 共 图 心 和 盾 径 即 是 曲率 中 
心 和 上 曲率 和 什 径 。 

空间 高 斯 切线 象 与 基 素 的 关系 同 平面 上 的 一 样 :曲率 什 径 是 
曲 缕 的 一 小 段 弧 长 与 其 钱 弹 象 上 对 应 驶 长 之 比 的 极限 。 证 明 与 下 
面 上 的 相仿 。 

我 们 把 二 切线 间 的 夹 角 换 成 二 密切 面 问 的 夹 角 ， 也 就 是 换 成 
二 副 法 线 问 的 严 角 。 这 样 双 导出 了 空间 曲线 理 前 的 另 一 个 特别 重 ， 
要 的 松 念 : 我 们 把 二 副 法 线 问 的 夹 角 除 以 此 六 上 对 应 两 点 的 距 痪 ， 
然后 让 两 点 趋 近 以 至 重合 。 这 个 商 的 极限 值 中 做 曲 镜 在 已 知 点 
的 捷 率 ， 有 了 时 也 时 做 第 二 曲率 。 抄 率 的 倒数 显然 是 曲 秦 上 的 一 小 
段 弧 长 与 其 副 法 线 象 上 对 应 弧 长 之 比 的 极限 。 

我 们 应 用 包含 昌 线 上 的 三 个 邻近 点 的 极限 过 程 ， 已 经 能 够 得 ， 
出 第 一 曲率 。 要 得 到 第 二 曲 率 的 类 似 解 释 ， 必 须 从 四 个 点 着 手 。 
四 个 点 通常 决定 一 个 球面 。 现 在 我 们 可 以 考虑 通过 曲线 上 四 个 邻 ， 
近 点 的 球面 ， 当 四 点 趋 近 以 至 重合 时 的 极限 。 了 到 得 极限 位 置 的 球 
而 叫做 密切 球 而 。 由 极限 过 程 知道 ， 昌 线 的 切 由 在 切 点 处 也 与 密 
切 球面 相 切 ， 而 且 密 切 球面 的 球 心 位 于 极 籼 上 (参看 图 189)。 至 


于 从 密切 球面 的 球 心 到 曲率 中 心 的 距离 ， 才 过 计算 得 知 为 了 .9， 
这 里 的 ds 和 dr 分 别 是 弧 长 和 曲率 咎 径 的 微分 。 共 六， 由 作法 上 
可 以 推出 ， 帘 切 球面 和 密切 面 的 交 简 就 是 曲率 加 。 应 用 华 达 哥 控 
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斯 定理 我 们 便 得 到 客 切 球 的 个 径 为 
A 
V ， +( 时 ) 2 
正 象 平面 上 二 量 s 和 的 情形 一 样 , 空间 的 8, 7，t 电 做 衬 风 
曲 简 的 自然 参数 或 京 性 参数 。 与 琅 面 上 情形 相仿 ， 这 里 有 一 个 重 
要 的 定理 : 我 们 永远 能 够 找 出 一 种 ， 而 且 只 是 一 种 形状 的 空间 昌 
线 , 使 得 在 这 条 曲 绝 上 > 和 + 是 s 的 已 知 本 数 。 如 果 二 恒 等 子 需 ， 
得 到 臣 线 。 和 平面 昌 线 的 特征 乃 是 革 恒 等 于 零 。 如 是 了 和 上 是 常数 
但 不 是 雳 , 划 得 到 图 柱 嵌 旋 线 。 
在 球面 上 的 曙 秀 要 用 比较 稍微 复杂 的 条 件 来 效 划 。 显 然 曲 继 
所 在 的 球面 必 与 昌黎 上 所 有 点 的 窗 切 球面 相 重 合 。 因 此 上 面 寻 算 
出 来 的 密切 球面 的 盾 径 必然 等 于 常数 


dr 2 Ln 
二 (至 ) .于 二 党 数 . 


ds 
用 解析 方法 可 以 证 明 这 个 条 件 也 是 充分 的 。 
至 于 其 他 有 关 窒 半 曲 贱 的 问题 ， 留 待 后 面 讲 曲 而 芥 时 再 行 寻 


§ 28， 曲 面 的 曲 这 。 构 园 点 . 双 曲 点 、 抛 物 点 。 曲 
奉 线 和 渐 近 和 线 ; 膀 点 , 极 小 曲面 , 钦 鞍 面 


在 研究 曲面 以 前 ， 我 们 预先 声明 我 们 所 和 研究 的 曲面 限于 非 自 
变 的 小 片 光滑 曲面 ， 产 旦 不 计 边 缘 上 的 点 。 现 在 戎 虑 曲面 上 一 点 ， 
P 和 曲面 上 所 有 通过 PP 的 曲线 。 信 得 注意 的 是 , 一 般 来 讲 , 所 有 这 
些 曲 线 在 书 点 的 切线 都 在 一 个 平面 上 。 由 于 这 个 原故 ， 这 个 平面 
时 做 曲面 在 点 的 切面 。 曲 面 上 几 有 切面 的 点 都 时 做 正则 点 ， 所 
有 别 样 的 点 ,都 中 做 奇 点 。 一 片 曲面 上 的 奇 点 不 能 卉 满 整个 册 而 ， 
最 多 只 能 卉 满 曲面 上 一 些 个 别 的 曲线 。 


LS3231 则 面 的 出 球 。 档 轿 点 、 双 曲 点 . 搜 物 点 。 昌 素 缆 和 诸 江 蕉 ; 肛 点 ， 
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通过 幅面 上 一 个 正则 点 己 作 切面 的 垂 绕 ， 这 垂 线 是 做 出 面 在 
忆 的 法 线 。 通 过 法 线 的 诸 平 面 同 曲面 的 殉 线 称 为 曲面 的 正 截 口 。 
在 一 个 正则 点 了 处 的 正规 日 或 阁 在 处 是 正则 的 ， 或 者 在 PP 处 有 


aa 


我 们 下 面 的 课题 是 把 曲率 的 概念 修改 ， 使 它 适 用 于 曲面 。 在 
曲线 的 情形 ， 曲 率 是 在 切 点 紧密 邻近 曲线 对 其 切线 的 仿 差 程度 的 
-种 指标 。 相 仿 地 ， 我 们 留意 蝎 面 相对 于 其 切面 的 性 态 。 如 果 我 
们 从 实例 观 峙 曲 面 的 形状 ,就 可 看 出 有 两 种 根本 不 同类 型 的 点 : 杯 

杯 点 的 特征 是 在 所 考虑 点 的 紧密 邻近 切面 不 穿 过 曲面 ， 而 完 
他 位 于 曲面 的 一 便 。 正 因为 如 此 ， 我 们 能 在 这 样 的 一 点 处 把 曲面 
蛙 立 在 平坦 的 桌子 上 。 以 前 全 经 见 过 不 少 达 类 曲面 的 合子。 比如 
球面 和 椭 球 面 ， 这 两 种 曲面 上 的 每 一 点 都 是 杯 面 式 的 。 这 种 类 型 
的 点 还 有 一 个 名 字 , 中 做 本 图 点 。 

在 鞍点 处 曲面 的 情况 很 像 一 个 山口 (图 190)。 在 山口 的 最 高 
点 P, 切面 水 平 ; 在 尸 的 左右 ， 路 
面 隆起 ; 在 的 前 后 ,路 面 下 陷 。 
因此 在 尸 点 的 切面 与 曲面 交 于 一 
曲 矿 , 达 曲 继 有 两 支 , 它们 交 于 忆 
( 换 句 新 就 ， 有 两 条 水 平 的 道路 ， 
它们 汇合 于 出 口 的 最 高 点 )。 这 个 
性 质 是 鞍点 的 特征 。 显 然 在 这 样 
的 点 处 曲面 不 能 竖立 在 平坦 桌面 图 190 
上 。 曲 面 上 所 有 点 都 是 鞍点 的 例子 有 如 单 叶 双 购 面 和 双 曲 抛物 
面 。 蒜 点 的 另 一 个 名 字 叫 做 双 曲 点 。 

介 于 椭 贺 点 和 汉 曲 点 之 问 的 还 有 一 种 过 滤 情 形 , 这 是 抛物 点 。 
下 面 是 求 抛物 点 的 一 种 方法 : 设 卫 和 忆 是 相 切 于 一 点 也 ( 意 指 它们 
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在 P 点 有 同一 切面 ) 的 两 个 曲面 , 娠 旦 在 已 点 且 是 模 周 式 的 , G 是 
双 遇 式 的 。 如 果 把 子 缀 过 违 继 变形 而 变 成 G， 在 这 个 过 程 中 让 P 
和 过 书 的 切面 不 动 , 那 术 将 有 一 个 时 到 ,这 时 在 了 点 曲面 变 为 抛物 
起 的 。 举 个 例子 , 我 个 可 以 从 网 190 开始 , 把 山口 的 两 方 的 山头 
压低 , 低 到 山大 处 处 与 水 平 切 面相 接触 , 这 时 P 研 吓 抛物 点 。 因 为 
如 果 再 把 左右 两 劳 的 路 面 继 线 往 下 压 ， 那 末 从 前 的 山口 将 变 为 峰 
项, 亦 基 变 成 曲面 的 椭 辕 点。 不 过 , 这 个 例子 不 能 告 就 我 们 所 有 可 
能 类 型 的 抛物 点 。 除 此 之 外 , 向 有 好 多 其 他 类 型 的 抛物 点 , 这 要 等 
待 以 后 再 侠 细 研究 (第 201, 203 页 )。 那 些 类 型 的 抛物 点 是 不 能 当 
作 椭 图 点 和 双 曲 点 的 过 渡 情 形 而 简 音 地 作出 来 的 。 z 

为 了 用 数值 的 关系 来 描写 曲率 ， 我 们 可 以 从 曲面 在 一 点 书 的 

正 蕉 只 的 曲率 出 发 。 在 尸 点 的 正 截 口 的 昌 率 中 心 一 定 洲 在 通过 己 
点 的 曲面 的 法 线 上 ， 因 为 这 条 法 线 是 通过 已 点 的 所 有 正规 口 的 
法 线 。 把 通过 曲面 法 线 的 一 平 币 生 这 法 线 旋 转 ， 得 到 所 有 的 正 截 
口 。 在 旋 炉 过 程 中 曲率 中 心 沿 法 线 合 一 定 方式 运动 ， 从 而 提供 了 
扫 号 出 而 在 给 定 扣 处 的 弯曲 性 质 的 -种 
方法 。 

在 柑 国 点 处 (图 191)， 了 曲率 中 心 永远 落 
在 法 和 线 梓 曲面 分 成 的 两 便 之 一 上 上 。 一 般 来 
讲 ， 则 紊 尘 径 的 值 随 法 面 旋转 而 改变 ， 它 在 
某 一 定 的 正 截 间 s: 上 到 得 最 大 值 > 在 某 另 
| 一 正和 蕉 日 s% 上 取得 最 小 值 roy: 和 7 叫做 曲 
图 191 面 在 点 一 的 主 (法 ) 曲 率 秆 径 。 主 曲率 秆 径 的 


倒数 如 一 一 和 如 一 六 咱 做 主 (法 ) 曲 率 。 正 蕉 口 s 和 ss 在 点 PP 的 


切 能 方向 ， 外 做 曲面 在 点 尸 的 主 方 向 。 可 以 证 明 , 在 正则 所 处 二 主 
方向 永远 垂 放 。 还 可 以 证 明 ， 每 个 正 截 口 的 曲率 由 二 主 曲率 和 这 
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个 正 载 口 与 二 主 方向 所 作成 的 角 完 全 决定 。 

在 双 曲 点 处 (图 192)， 曲 率 中 心 的 鸭 迹 不 限定 在 曲面 一 全 的 
法 篇 上 。 如 果 正 截 口 通过 曲面 的 两 
决 高 地 (这 里 我 们 仍 把 曲面 解释 成 
在 P 有 一 铃 口 的 出 脉 ), 曲率 中 心 才 
在 点 P 的 上 方 ; 如 果 正 截 口 通过 曲 
面 的 两 块 低地 ， 曲 率 中 心 都 在 点 也 
的 下 方 。 在 那些 曲率 中 心 在 点 也 的 
上 方 的 正 截 口 里 面 有 一 个 ， 它 的 曲 
率 加 大 于 其他 任何 同一 类 型 的 正 堆 
口 的 曲率 。 当 法 面 转 出 这 个 位 置 以 
后 , 曲率 渐 减 , 曲率 个 径 基 渐 增 。 当 
法 面 接着 转 到 (如 图 190 上 所 而 的 
那样 ) 通过 己 的 两 条 水 平 道路 之 一 图 193 
的 方向 时 曲率 值 就 变 为 雳 , 曲率 中 心 朝 上 方 退 走 到 无 穷 远 处 。 若 族 
畏 仍 继 各 进行 , 利率 中 心 便 突然 跳 到 法 穗 下 方 的 射线 上 来 , 从 无 穷 
远 逐 渐 上 升 而 趋 于 P; 这 时 曲率 个 径 浙 减 , 曲率 则 渐 增 。 最 后 曲率 
达到 一 值 刀 ， 它 超过 任何 其 他 曲率 中 心 在 己 点 下 方 的 正 截 口 的 曲 
率 。 和 椭 图 点 的 情形 一 样 ， A 和 如 也 叫做 主 曲率 ， 与 它们 相当 的 
正 截 口 的 方向 也 叫做 主 方向 。 同样 , 二 主 方向 也 是 相互 垂直 的 。 此 
外 ， 它 们 在 分 曲面 与 共 切 面 的 两 支 交 入 所 成 的 角 及 其 补 角 。 这 两 
支 交 厂 的 方向 称 为 曲面 在 呈 点 的 渐 近 方向 。 

在 抛物 点 上 , 一 般 也 有 两 个 相互 垂直 的 主 方向 , 与 主 方向 对 应 
的 正 截 口 的 曲率 什 hh 和 a 分 别 大 于 和 小 于 其他 任何 正 截 口 的 曲 
率 值 。 抛 物 点 的 特征 是 两 个 主 曲 率 之 -一 为 雳 , 另 一 个 一 般 不 为 雳 。 
不 为 雳 的 曲率 中 心 从 与 不 为 零 的 主 曲率 对 应 的 位 置 开始 ， 沿 法 简 
的 一 条 射线 退 走 到 无 穷 远 (图 193)。 这 样 在 抛物 点 上 一 般 恰 有 一 
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个 曲率 为 零 购 正 截 口 。 这 瑞 截 口 的 方 庙 是 
主 方向 之 一 , 但 同时 须 疯 为 一 个 渐 近 方向 ， 

给 定 了 任意 一 片 曲面 ， 用 解析 方法 可 
以 在 曲面 上 找到 所 有 这 样 的 曲线 ， 它 们 在 
曲面 圭 每 点 的 方向 与 二 主 方 向 之 一 重合， 
用 这 种 方法 我 们 可 以 找 出 曲面 的 邮 线 
“网 即 二 曲 厂 族 之 租 , 每 族 曲 线 都 简单 而 


无 空 陈 地 盖 满 曲面 。 这 些 曰 六 时 做 曲面 的 
曲率 各。 从 以 前 的 计 葵 可 知 ， 过 曲面 上 任 
加 193 一 已 知 点 P 的 二 山 认 娘 在 谈 点 卫 相 开外 


直 , 办 此 曲率 线 在 曲面 上 形成 正 交 曲线 网 。 

不 过 要 知道 ， 也 有 以 前 全 部 的 吝 论 不 适用 的 情况 。 这 是 因为 
我 们 的 论点 是 建立 在 正 截 口 的 曲率 随 着 正 截 口 的 于 而 旋转 而 改变 
的 前 授 忌 了 的 。 妆 然 也 可 能 在 某 一 点 所 有 的 正规 口 的 曲 砍 部 相 
间 。 这 时 二 主 方向 不 定 ， 这 类 点 忻 做 联 点 ， 球 面 是 曲面 上 全 部 点 
向 二 腾 辟 皇 一 个 滤 显 的 例子 。 事 实 上 ， 球 面 和 平面 是 曲面 上 上 的 点 
全 部 是 有 驻 点 的 仅 有 的 两 种 曲面 。 一 般 子 讲 , 曲面 的 脏 点 是 扳 立 点 ， 
曲率 线 网 仅 在 脐 点 处 玫 可 能 有 奇 性 。 和 

关于 曲率 绚 ， 这 里 有 一 个 敬 名 的 定理 ， 是 社 潘 (Dupin) 得 到 
的 。 在 第 5 页 上 委 灵 介 络 过 平面 上 正 交 曲 线 网 的 概 众 。 与 此 相 
优 , 空间 正 交 曲面 网 是 指 儿 族 曲 面 , 它们 里 面 通 过 空间 任 一 点 的 各 
曲面 在 该 点 的 切面 相互 垂直 。 通 过 平面 上 的 任 一 点 ， 只 能 作 两 条 
相互 垂直 的 直线 , 但 是 通过 空间 的 任 一 点 , 能 作 三 个 相互 牌 直 的 平 
面 。 由 此 我 们 自然 会 联想 到 三 个 相互 正 交 的 曲面 族 ， 在 空间 每 一 
所 处 , 每 族 各 有 一 条 代表 。 在 第 一 章 里 讲 总 共和 焦 二 阶 曲 面 网 ) 就 是 
这 种 正 交 系 的 一 个 例子 。 

在 平面 上 《或 者 在 曲面 上 ) 假定 已 给 定 任 一 曲 缕 族 , 我 们 能 
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找到 跟 它 正 交 的 有 曲线 族 。 相 仿 地 似乎 这 样 的 想法 了 出 合理， 永远 可 
以 找到 一 个 曲面 族 ， 它 与 空间 任意 两 个 曲面 族 正 交 。 但 是 由 社 潘 
定理 知道 ， 这 种 想法 是 不 合理 的 。 杜 潘 定理 断言 任意 三 重 正 交 曲 
面 网 相交 于 曲 牵 线 。 据 此 ， 一 族 曲 面 跟 两 个 正 效 曲面 族 正 区 的 必 
页 条件 是 这 两 个 正 交 曲面 族 相交 于 由 率 线 。 不 但 如 此 ， 这 个 条 件 
恰巧 还 是 充分 的 。 按 照 杜 活 定 理 ， 在 椭 球 面 上 的 曲率 线 吓 椭 球 面 - 
与 共 焦 单 叶 双 曲面 与 双 叶 双 曲 面 的 区 线 〈 参 看 图 194)。 如 此 构成 
的 曲线 网 《图 195)， 以 髓 球 面 与 焦 双 曲 厂 的 四 个 交点 为 奇 点 。 事 
实 上 , 这 四 点 是 椭 球 面 的 脐 点 。 


图 194 


图 绞 椭 球面 四 个 脐 点 的 曲率 弹 的 图 象 ， 类 似 平 面 上 图 嫉 二 公 
共 焦 点 的 共 焦 椭 图 族 和 双 曲 黎族 (参看 第 5 页 图 6)。 这 个 类 似 更 
象 不 是 偶然 的 , 这 表示 两 族 曲线 的 内 在 联系 。 事 实 上 , 在 酉 球面 上 
作曲 牵线 的 方法 可 以 仿照 平面 上 椭 风 的 绳 楼 作 图 法 ， 不 过 这 里 是 
:以 膀 点 代 奉 了 焦点 。 术 球面 上 的 四 个 腾 点 分 成 两 对 对 径 点 ， 因 而 
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两 个 非 对 径 点 可 以 处 于 两 种 不 同 的 相对 位 置 (参看 图 196)。 现 在 
假定 我 们 已 经 选 好 了 这 样 的 一 对 点 如 后 和 fe， 把 一 条 适当 长 的 
强硬 两 器 系 在 这 两 点 上 , 在 己 点 狂 基 , 使 整个 强 线 日 然 地 帧 合 在 机 
球面 上 。 于 是 点 在 椭 球 面 上 描 焰 一 条 曲率 线 。 多 次 改变 绳 线 之 


长 , 可 得 出 一 族 曲 率 厂 的 金 部 。 利 用 另 一 对 脐 扣 ,同样 可 得 出 另 一 
族 幅 率 线 的 全 部 。 在 平面 上 艾 焦 二 次 曲线 系 里 有 一 懈 圆 族 和 一 双 
曲线 族 , 而 构 球 面 上 的 两 族 则 和 线 都 可 以 看 作 广 义 的 风 图 。 


图 .196 


在 柳 球 面 的 绳 线 作 图 中 , 强 线 本 身 形成 椭 图 面 的 某 些 曲线 , 相 
当 了 于 椭 图 的 二 条 和 焦 秆 径 。 这 种 曲线 类 似 平 面 上 的 是 线 ， 它 有 这 样 
的 特征 : 它 是 连接 曲面 上 任意 两 点 最 短 的 路 符 。 这 种 曲线 叫做 曲 
面 的 测 地 嫉 ( 或 短程 线 )。 关 于 它们 的 理论 以 后 再 行 研究 (第 221 一 
225 页 。 | | / 

在 双 曲 点 处 ,除了 主 方 宙 外 ， 还 有 另外 两 个 特别 三 向 ， 即 渐 近 


{$28) 曲面 的 曲率 。 机 圆 点、 双 曲 点 、 挑 物 点 。 曲 素 线 和 渐 近 和 线 ; 脐 点 ， 
人 
方向 。 和 定义 曲率 线 的 方式 差不多 , 我 们 可 以 定义 一 种 曲线 网 , 使 
曲线 在 任 一 点 的 方向 都 是 渐 近 方向 。 这 样 的 一 些 曲线 叫做 曲面 的 
在 双 则 点 处 的 二 主 曲率 之 值 也 可 以 相等 。 发 生 这 种 情况 的 
点 ; 同 脖 点 有 些 相同 之 处 。 如 果 一 曲面 的 所 有 点 都 是 这 样 的 点 , 就 
称 之 为 极 小 曲面 。 极 小 曲面 又 可 用 这 句 话 来 列 划 ， 它 的 渐 近 线 构 
成 一 组 正 交 网 。 虽 说 全 由 膀 点 构成 的 弯曲 曲面 只 有 球面 ， 可 是 极 
小 曲面 的 种 类 就 多 得 很 , 这 从 下 面 列 兴 的 事实 就 可 知道 : 把 作成 任 
意 形 状 的 金属 线圈 浸 和 人 肥皂 溶 液 中 ,取出 后 即 成 极 小 曲面 (参看 第 
212 页 图 220a 和 65)。 由 于 表面 张力 定律 , 肥皂 膜 的 表面 积 将 猿 到 
最 小 。 正 因为 这 个 原故 , 极 小 曲面 可 用 纯 数 学 术 活 来 刻 划 : 在 以 已 
知 的 空间 于 则 萎 为 边 肆 的 一 切 曲 面 中 ， 它 的 面积 最 小 。 这 里 很 奇 
妙 , 用 整 片 曲面 的 性 质 《 大 范围 内 的 性 质 ) 来 列 划 的 曲面 , 蹊 先前 讲 
的 用 曲面 任 一 点 贴近 的 性 质 ( 小 范围 内 的 性 质 ) 来 鹿 划 的 曲面 症 相 
同 的 。 这 种 内 在 关节 如 用 下 法 解释 或 许 容易 理解 。 设 已 给 以 闭 有 曲 
钱 5 为 边 绿 的 一 片 极 小 曲面 ， 在 这 片 曲面 上 选择 一 条 很 小 的 阴 曲 
线 s。 现在 郑 虑 在 s 内 部 区 域 的 曲面 。 我 们 断 普 它 的 面积 比 任何 
其 他 以 s 为 边 系 的 曲面 的 面积 都 小 。 假 如 不 然 ， 那 么 可 以 改变 曲 
强 s 内 部 曲面 的 形状 , 使 其 面积 矫 小 ; 但 是 这 样 一 来 就 芒 起 了 以 9 
为 边 乡 的 整个 面积 熔 小 ， 这 跟 极 小 蓝 面 的 定义 了 矛盾 。 现 在 让 小 昌 
线 s 一 再 缩小 ， 小 到 成 为 极 小 曲面 上 的 一 点 ， 那 么 就 该 有 理由 预 
料 ， 和 运用 极限 过 程 将 给 出 极 小 曲面 的 只 与 其 一 点 紧密 邻 和 还 有 关 的 
有 关 以 极 小 性 质 来 到 划 曲 线 和 曲面 的 问题 中 做 变 分 法 问题 。 
我 们 上 面 表 明了 , 极 小 曲面 的 全 局 性 质 ,可 用 局 部 性 质 求 代替 ， 这 
一 论据 对 于 共 他 一 切 变 分 法 朵 题 也 适用 。 在 这 里 面 所 包含 的 极限 
过 :种 , 构成 变 分 法 的 主题 。 这 样 膏 来 , 微分 几何 和 变 分 法 在 两 个 相 
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反 的 方向 上 发 展 。 在 微分 儿 何 里 ， 我 们 从 只 影响 曲面 上 一 点 邻近 
的 性 质 出 发 , 由 此 推出 支配 所 考虑 图 形 的 整体 构造 的 性 质 ; 在 变 分 
法 里 , 我 们 从 有 关 整 体 构 造 的 性 质 推出 局 部 的 性 质 。 

变 分 法 在 理 其 物理 中 起 着 根本 性 的 作用 。 因 为 出 现在 自然 界 
里 的 平衡 状态 和 运动 状态 ,一概 可 以 用 某 种 极 小 性 质 来 刘 划 。 

利用 肥皂 膜 还 可 以 产生 由 多 个 边 迷 曲线 所 围 成 的 极 小 曲面 。 
比方 设 , 可 以 取 两 个 大 小 相同 的 圆 形 金属 线 较 ， 重 合 起 来 ， 然 后 浸 
入 肥皂 溶液 中 。 取 出 后 再 分 开 ， 分 开 寺 要 
上 时 时 刻 刻 保持 圆圈 平面 与 它们 的 过 心 研 垂 
站。 如 此 旧 两 个 线圈 中 阅 的 肥皂 腊 有 类 似 
双 曲 面 的 形状 (图 197 和 第 212 页 图 220 
5b)。 电 于 对 称 关系 ， 我 们 该 想得到 这 曲面 
是 一 这 转 曲 面 . 释 过 计 筑 可 以 证 实 这 句 话 ; 
同时 还 可 以 证 明 ， 这 个 极 小 近 转 曲面 的 驾 
线 是 悬 链 线 。 所 乡 悬 锁 线 ， 是 说 两 端 系 于 
二 固定 点 的 绳 线 ， 在 只 受 地 心 引 力 的 影响 
下 形成 的 曲线 。 由 于 这 个 原因 ， 上 述 曲 面 

图 191 便 称 为 悬 链 面 。 

瞩 有 了 膀 点 性 质 允 有 极 小 曲面 性 质 的 点 ， 是 二 主 昌 牵 都 竺 于 老 
的 抛物 点 。 在 这 样 的 点 处 所 有 正 截 日 的 曲 奉 都 等 于 堆 。 平 面 上 的 
至 部 后 蜡 然 适合 这 个 条 件 。 有 反之 ， 公 部 由 抛物 点 旋 成 的 此 面 仅 有 
平面 。 具 有 孤立 的 抛物 式 洲 点 的 实例 不 难 仿照 普通 马鞍 面 ( 贿 看 
第 187 页 图 190) 而 得 出。 办 法 龙 将 马鞍 面 上 的 二 峰 二 谷 换 作 三 


峰 三 谷 , 使 曲面 转 过 - 池 的 角 时 与 自身 重合 (图 198) 。 显 然 每 一 峰 


立 于 一 谷 的 对 面 , 因此 每 一 正 截 口 有 一 拐点 , 所 以 每 一 正 截 口 的 昌 
率 等 于 需 。 这 类 曲面 叫做 猴 鞍 而 。 猴 革 面 名 称 的 由 求 是 这 嵌 : 本 
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来 人 蔚 的 马 通 有 两 个 儿子 ， 可 
是 给 锋 子 骑 的 鞍 子 还 要 多 一 个 
儿子 ， 为 的 是 能 够 放下 它 的 尼 
巴 。 

椭 图 点 和 双 曲 点 处 曲面 的 
形状 的 差别 也 可 以 用 另 一 种 方 
法 求 到 划 。 这 方法 同时 又 可 以 
解释 “ 椭 辐 式 " 和 “ 双 曲 式 ” 二 鹿 
的 意义 。 让 我 们 贴近 切面 作 一 
与 之 平行 的 平面 ， 关 考 察 这 下 
面 司 曲面 的 交 弹 ,在 椭圆 点 处 ， 
只 有 在 切面 一 便 的 平面 和 曲面 
有 交 线 。 如 果 让 平行 平面 和 切 图 198 
面 的 距离 趋 近 于 雳 ， 则 交 线 将 篇 小 而 为 切 点 。 在 距离 趋 近 于 老 的 
过 程 中 , 若 将 交 线 适当 放大 , 画 在 比例 尺 不 断 增长 的 图 纸 上 , 那么 
可 以 看 出 , 放大 的 交 阐 将 趋 近 于 在 切面 上 的 梯 图 , 这 椭圆 以 切 点 为 
中 心 ， 以 二 主 方向 为 轴 。 二 轴 长 之 比 等 于 二 主 曲 率 中 径 之 比 的 平 
方 根 。 

如 果 考 虑 在 双 曲 点 处 和 切面 平行 并 且 在 它 欧 同一 便 的 平面 ， 
运用 同样 的 极限 过 程 ， 精 果 得 出 双 曲 线 , 它 的 二 地 方向 和 相对 长 ， 
是 和 构 圆 点 情况 下 同样 的 主 方向 和 主 曲率 的 画 数 (图 199)。 如 果 
在 切面 的 另 一 个 也 作 平 行 平面 ， 运 用 极 六 A 
限 过 程 的 车 果 ， 得 到 第 二 NE EN 
的 二 轴 和 渐 近 线 跟 第 ;个 的 相同 ， 册 个 窒 业 一 ”TS 
双 曲 线 的 渐 近 方向 跟 曲 面 在 所 考虑 的 点 图 199 
处 的 渐 近 方向 一 致 .在 曲面 上 任 一 术 园 由 或 双 曲 点 处 , 用 这 种 方法 
生出 的 烟 图 或 一 对 共 孝 双 曲 多 ， 呈 做 杜 潘 标 线 。 在 抛物 点 处 用 
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同样 的 过 程 可 得 出 几 种 类 型 向 线 的 任 一 种 ， 
在 及 点 处 的 杜 潘 标 厂 是 回 ， 这 在 球面 和 档 球 
面 的 情况 下 不 难 证 实 。 在 儿 寺 点 处 的 杜 潘 标 
线 像 图 200 那样 的 形状 。 
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直到 目前 为 于， 我 们 一 向 用 两 个 数 一 二 主 曲 率 一 一 来 到 划 
此 证 认同 的 性 质 。 高 斯 创造 了 用 一 个 数 代表 曲面 上 一 点 处 斋 曲 性 
质 的 方法 , 这 方法 和 我 们 以 前 对 空间 则 杂记 作 过 的 类 似 。 这 个 数 ， 
站 然 依 铬 于 曲面 在 该 点 处 的 主 曲 率 。 

么 过 间 位 球 的 中 心 作 直 径 ， 乍 行 于 我 们 研究 中 的 曲面 的 不 同 
法 线 。 在 曲面 的 一 点 处 任 合 选 定 法 缕 的 两 个 方向 中 的 -- 个 ， 然 后 
藏 以 这 个 方向 的 取 法 为 淮 ， 把 它 扩大 到 曲面 在 这 一 点 邻近 的 所 有 
点 ; 这样 一 来 ,在 所 有 法 税 上 都 有 了 一 定 的 指向 。 现 在 在 单位 球 的 
惠 径 上 选择 与 法 线 相同 的 指向 ， 于 是 曲面 上 每 一 点 都 对 应 球面 上 
的 一 定点 一 一 有 向 直径 的 端点 。 条 用 这 个 方法 能 把 曲面 映 成 球 
面 。 这 个 方法 是 高 斯 发 明 的 ， 叶 做 曲面 的 球面 表示 。 由 于 球面 的 
直径 重 直 于 过 直径 端点 的 切面, 因此 拨 高 斯 表示 法 , 曲面 上 每 一 点 
处 的 法 线 方向 ， 必 与 球面 象 的 法 缕 方 向 一 致 , 除 此 之 外 , 二 切面 是 
平行 的 。 正 是 由 于 这 个 原故 , 球面 表示 有 时 也 叫做 平行 法 线 映 射 或 
时 做 平行 切面 映射 。 利 用 平行 切面 映射 ， 不 独 可 把 一 曲面 映射 成 
球面 ， 也 可 映射 成 共 他 任何 并 曲面 。 这 种 广义 的 映射 方法 在 近代 
微分 儿 何 中 有 一 定 的 用 处 。 

在 曲面 的 球面 表示 中 , 球面 上 一 点 可 尽 对 应 曲面 上 儿 个 点 ,这 
发 生 在 而 且 仅 在 曲面 上 几 个 不 同 的 法 线 有 相同 方向 的 时 候 。 容 易 
从 直观 上 看 出 来 一 以 后 驾 深 入 研究 ， 戟 会 理解 一 在昌 而 的 构 
加 点 或 双 曲 点 的 邻近 ,不 存在 不 同 的 平行 法 线 ( 参 看 第 190 页 四 
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202, 205)。 由 此 可 推 知 ， 在 这 一 类 所 的 邻近 ， 球 面 映射 是 一 对 
一 的 。 

设 原 曙 面 上 任意 一 条 于 曲线 力 在 球面 上 表 作 一 闭 曲 线 三 。 现 
在 我 们 把 球面 上 由 尼 所 国 成 的 面积 G 除 以 曲面 上 由 所 图 成 的 
面积 了， 然后 迁 曲 线条 小 到 幅面 上 的 一 点 P。 如 上 比 了 和 GG 将 趋 
近 十 堆 , 而 它们 的 商 将 趋 近 于 一 定 极 限 值 五 : 


G 
] 1 . 一 一 XK. 
hy 有 


用 这 种 方法 定 出 的 数值 中 做 曲面 在 了 点 的 高 斯 曲率 (也 目 总 项 
本 或 第 二 曲率 )。 借 助 解析 方法 可 以 证 明 ; 高 斯 时 率 等 于 在 这 点 上 
二 主 曲 率 的 乘积 ; 

K = kh. 

珊 斯 由 屠 有 一 个 非常 重要 的 性 质 : 它 不 随 曲 面 的 弯曲 市 变 , 所 
诅 帘 曲 , 是 这 样 的 一 种 形变 , 筷 保 持 上 曲面 上 随意 画 出 的 曲线 绰 长 和 
骨 不 变 ,我 们 可 以 拿 几 乎 没有 介 么 伸 连 性 的 材料 , 如 力 和 鲍 稍 做 成 
的 曲面 ,来 举例 说 明 什 么 是 论 曲 ,因为 高 斯 曲率 经 弯曲 不 变 ,所 以 它 
必然 跨 刀 面 上 只 合 硼 于 岂 线 的 听 长 和 角 的 某 些 性 质 有 内 在 联系 。 
由 于 这 种 理由 , 珊 斯 坦率 及 其 商 维 类 似 , 在 相对 苹 里 占 着 特别 重 村 
的 地 位 , 因为 相对 齐 所 研 客 的 正 是 高 礁 变 时 波形 的 “内 在 性 质 。 

这 里 难免 分 人 人 怀疑， 既然 高 斯 曲率 按 定义 实质 上 同 曲 面 在 宏 
疾 的 位 置 有 关 , 为 什么 叉 龙 杀 弯 曲 不 变 呢 ?下 面 一 段 八 进 , 可 以 答 
复 这 个 出 题 。 

赦 有 由 几 块 到 性 三 角 板 拼 成 的 一 个 立体 角 ( 图 201 中 是 用 四 
块 三 角 板 a, 5,c, 4 拼 成 的 ), 立体 角 的 每 两 个 相 邻 的 面 可 以 焙 其 公 
蕉 宰 作 相对 矿 转 。 假 洗 立 体 和 角 有 三 个 以 上 的 面 ， 则 立体 角 的 外 形 
办 评 改 变 ; 这 种 改变 应 蔽 看 作 是 弯 生 , 因为 这 时 画 在 立体 名 表面 上 
的 所 有 曲线, 它 倍 的 弧 长 和 有 角 者 不 改变 。 现 在 作 各 个 面 的 法 线 (2 
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mn 等 等 ), 并 假定 
法 线 的 方向 是 朝 外 
的 ， 于 是 就 可 得 到 
立体 角 的 球面 香 ， 
它 由 球面 上 几 个 外 
立 点 (7 72 等 
等 ) 粗 成 。 要 想 建 

一 作法 与 曲面 

的 球面 表示 的 关 

图 201 了 系 ， 我 们 用 大 图 弧 
连接 球面 上 各 对 代表 立体 角 相 邻 二 面 的 点 , 由 此 便 得 球面 多 边 形 ， 
下 面 怠 会 看 到 , 球面 多 边 形 的 面积 经 变 曲 不 变 。 这 个 事实 , 显然 与 
曲面 的 高 斯 昌 牵 经 弯曲 不 变相 当 。 

上 述 断 言 根据 球面 三 角 学 的 一 些 初等 定理 容易 推出 。 大 家 知 
道 ， 球 面 三 角形 的 面积 以 及 由 任 党 多 个 大 图 焉 构成 的 多 边 形 的 面 
积 , 仅 使 顿 于 其 内 角 和 。 据 此 我 们 只 要 能 证 明代 表 立 体 角 的 球面 
多 边 形 的 内 角 和 径 变 曲 不 变 就 够 了 。 从 图 201 上 其 易 看 出 ， 每 个 
这 样 的 角 是 立体 角 两 个 邻 楼 夹 角 的 补 角 , 漠 从 我 们 的 假设 , 知道 这 
些 角 不 变 。 

加 添 极 限 过 程 于 上 面 的 更 渤 , 可 以 推出 高 斯 由 率 的 不 变性 , 至 
少 对 了 于 上 是 曲 面 总 是 对 的 。 浆 了 达到 这 个 上 且 的 ， 应 该 首先 用 以 小 三 
角形 为 面 的 内 搂 多 面体 去 接近 曲面 ， 然 后 再 应 用 上 面 的 花 点 于 凸 
多 面体 的 每 个 立体 角 。 

现在 让 我 们 看 一 看 , 曲面 上 的 柏 加 点. 双 曲 点 和 抛物 点 的 区 别 
是 怎 样 用 球面 象 和 高 斯 曲率 的 语 阁 表述 的 。 如 果糖 加 点 沿 曲 面 上 
一 条 没有 重 扣 的 小 于 上 册 线 运动 ， 它 在 球面 上 的 象 也 是 一 条 汉 有 重 
六 的 并 上 曲线 (图 202), 并 且 这 条 上 晶 克 的 指向 与 原 曲 矿 的 相同 。 如 于 
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图 202 
是 双 曲 点 治 一 条 没有 重点 的 小 于 有 曲 缕 运 动 ， 其 球面 象 也 是 没有 重 
点 的 甸 册 缕 ， 不 过 它 的 指向 与 原则 线 的 相反 《图 203)。 在 解析 几 
何 昌 ， 两 片 划 面 面 积 有 相同 符号 与 否 通 各 是 按照 它们 的 边区 曲 续 


图 208 
的 指向 加 同 或 相反 而 定 。 坦 循 这 个 原则 ， 在 唔 曲面 上 的 高 斯 曲率 


就 算 作 正 的 ， 在 鞍 面 上 的 ， 算 作 负 的 。 和 采用 这 种 方法 , 跟 用 主 曲 率 
表示 高 斯 曲率 的 方法 , 得 出 同样 的 符号 。 事 实 上 , 在 椭圆 点 处 两 个 
主 曲率 中 心 都 在 法 线 的 同一 射线 上 ; 在 双 曲 点 处 , 则 分 别 在 法 线 的 
两 条 射线 上 。 所 以 ， 如 果 一 条 射线 的 方向 认为 是 正 的 , 其 余 一 条 ， 
就 该 是 灸 的。 因此 可 知 两 个 主 曲 来 半径 之 积 一 一 从 而 两 个 主 曲 率 
之 积 , 即 高 斯 曲率 一 一 在 椭圆 点 处 是 正 的 , 在 双 曲 点 处 是 负 的 。 因 
为 没有 重点 的 充分 小 的 于 曲线 的 象 也 没有 重点 ， 所 以 一 片 充 分 小 
的 、 到 处 是 杯 形 的 曲面 (叫做 正 曲率 曲面 ), 或 者 到 处 是 鞍 形 的 曲面 
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(叫做 负 曲 率 曲面 ), 它们 的 球面 天 示 必 然 是 一 对 一 的 。 

抛物 点 所 占 的 地 位 在 椭 贺 点 和 双 曲 点 之 问 ， 因 而 我 们 可 以 陡 
料 到 撼 物 点 的 高 斯 由 率 等 于 需 。 引 用 抛物 点 的 定义 ， 立 列 可 以 证 
实 这 名 闲 。 事 实 上 ， 抛 物 点 的 蛙 征 (参看 第 189 页 ) 乃 是 这 点 上 的 
主 曲 率 之 一 等 于 雳 , 因此 二 主 曲率 之 积 , 最 高 斯 曲率 , 等 于 规 。 

平面 是 全 部 由 抽 物 点 租 成 的 曲面 。 由 于 高 斯 地 率 独 凌 山 不 
变 ,因此 可 知 一 张 于 坦 的 颖 , 永远 不 能 由 合 在 正 曲 率 的 曲面 上 或 负 
曲率 的 曲面 上 。 如 果 勉 强 贴 上 去 的 话 , 那么 不 是 把 纸 养 艇 了 , 就 是 

| ee a 把 纸 撕 破 了 。 

让 我 们 再 来 考察 
不 全 由 抛物 点 组 成 的 
曲面 ， 厦 假定 在 答 定 
的 节 面 上 ， 刻 有 正 的 
因为 曲面 上 高 斯 划 率 
的 变化 是 连 积 的 , 所 
以 在 曲面 上 必 有 高 斯 
， Zi 人 则 来 等 于 老 的 点 ， 而 
构成 一 

人 连续 曲线 ， 它 是 正 负 
高 斯 曲率 的 分 界 。 这 
些 由 抛物 点 构成 的 曲 
做 曲面 的 抛物 
图 30 遇 线 @。 当然 ， 曲 面 


DD 克 来 因 便 用 抛物 曲线 作 过 旋转 的 研究 。 为 了 就 获 他 所 作 的 关于 相貌 的 艺术 
美 应 依据 基 禹 数学 上 的 关 条 的 假说 ,他 在 洲 名 的 、 富有 高 度 古 典 美的 具 尔 继 得 的 阿波 
多 剖 的 塑 象 上 标 出 所 有 的 抛物 曲线 。 但 是 ， 那 些 曲 鱼 弃 没有 简单 的 形状 , 也 没有 可 以 
识别 的 一 般 规 律 ( 参 看 图 204)。 
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上 只 要 有 正 负 高 斯 昌 率 ， 抛 物 昌 和 线 的 存在 是 不 
可 避 胸 的。 前 此 我 们 刘 论 过 的 曲面 ， 从 来 疙 有 
一 个 适合 这 样 条 件 的 。 只 讨论 过 在 任何 二 阶 曲 
面 上 ， 曲 率 或 者 到 处 是 正 的 , 例如 椭 球 面 ;或 者 
到 处 是 鱼 的 ， 例 如 单 呈 双 曲面 ; 或 者 到 处 等 于 
堆 ， 人 鲍 如 杜 面 和 锥 面 。 后 两 种 曲面 可 用 和 纸 户 做 ， 
出 。 此 外 , 在 极 小 曲面 上 , 没有 一 点 处 的 曲率 是 
正 的 。 

现在 举 几 个 具有 执 物 里 线 的 曲面 作 例子 ， 
关 试 作 册 它 个 的 球面 过 。 一 个 非 芝 简单 的 例子 
是 钟 形 ( 曲 ) 面 。 钟 形 面 是 一 条 带 有 拐点 的 平面 图 205 
曲线 图 三 在 曲 缕 平面 上 的 一 根 珊 旋转 而 成 的 (图 205)。 今 以 坚 线 
为 回转 轴 , 就 图 205 看 , 拐点 上 部 的 曲线 产生 所 有 点 都 是 粮 图 式 的 
曲面 , 拐点 下 部 的 曲线 产生 所 有 点 都 是 双 曲 式 的 曲面 。 因 此 抛 点 本 
娃 产 生 的 是 钟 形 面 的 抛物 且 线 ， 它 是 曲面 上 一 个 绰 圆 这 一 点 也 
可 以 由 切面 的 性 质 得 知 。 在 双 则 点 处 的 切面 与 钟 形 面 交 于 一 策 带 
有 弧 转 的 烛 缮 ， 同 线 的 二 支 都 通过 切 点 (图 205)。 当 切 氮 从 下 方 
趋 近 于 抛物 曲线 时 , 弧 圈 僵 来 合 小 , 同时 交 于 切 点 的 二 支线 的 夹 角 
合 来 念 尖 饥 。 最 后 , 当 切 点 恰好 移 到 抛物 曲线 上 时 《图 207), 狂 图 
熔 为 著 点 ; 而 交 线 在 这 扩 形 成 尖 所 。 A 


A 
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的 椭 转 部 分 (图 208)， 则 交 线 变 为 位 于 切 点 的 孤立 点 和 具有 连续 
曲率 且 完 全 位 于 曲面 的 双 曲 部 分 的 曲线 。 在 第 178 页 上 我 们 列举 
过 平面 曲 绥 的 儿 种 奇 点 ， 这 里 也 算 附 带 地 和 给 出 了 所 列举 的 儿 类 奇 
点 的 例子 。 

下 面 我 们 研究 在 由 抛物 点 组 成 的 绰 圆 邻近 的 那 部 分 钟 形 面 的 
球面 象 (图 209)。 在 抛物 曲线 上 任 取 一 点 ， 力 给 这 一 点 作 一 小 开 
曲线 12345678I1。 训 点 了 和 65 分别 是 这 曲线 图 成 的 区 域 玉 的 最 高 
扩 和 最 低 点 。 又 设 点 3 和 ? 是 这 曲 嫉 与 抛物 曲线 的 交点 。 生 成 钟 

形 的 经 线 ， 在 拐点 邻近 
有 平行 切线 (参看 第 173 
页 )。 显 然 钟 形 面 在 相 
当 的 点 有 平行 法 和 线 ， 因 
此 这 些 点 有 相同 的 球面 
象 。 这 样 对 于 贴近 抛物 
曲线 而 位 于 共 上 方 的 每 
一 绰 圆 ， 应 有 贴近 扼 物 
曲线 而 位 于 其 下 方 的 某 
图 209 一 弹 图 与 之 对 应 ， 它 们 

在 球面 上 的 象 相同 。 因此 显然 区 域 不 的 球面 映射 不 是 一 对 一 的 。 
为 了 把 这 事 设 得 更 具体 些 ， 兹 选择 2, 4, 6,8 诸 点 , 使 过 2, 4 两 点 
的 法 线 平行 ， 过 6, 8 两 点 的 法 能 下 行 抛物 曲线 划分 五 成 两 个 区 
域 了 和 Pa， 这 两 个 区 域 的 内 部 一 个 完全 由 槛 网 点 租 成 , 一 个 完全 
由 双 曲 点 组 成 , 因此 它们 者 是 一 对 一 地 喘 到 球面 上 的 两 个 区 域 .这 
两 个 区 域 的 边 粽 是 抛物 曲线 , 而 抛物 曲线 在 球面 上 的 象 , 显然 号 在 
水 平平 面 上 的 山 。 但 是 虽然 而 和 本 分 列 在 抛物 曲 黎 的 两 侧 ， 它 
们 在 球面 上 的 象 区 域 却 都 在 象 加 的 上 方 , 以 象 加 为 边 绿 , 因此 象 区 
域 必 有 重合 部 分 。 卫 的 边 各 映 成 曲 友 了 2'345'67'8'1'， 它 自 交 于 
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两 点 : 2 = 二 4,6'=8'。 

这 样 看 来 ， 钟 形 的 球面 象 必 然 沿 抛物 曲线 的 象 折 迭起 来 。 其 
实 沿 曲面 任何 抛物 线 ( 如 果 在 在 的 话 ) 的 象 的 折 和 迭 现 象 力 是 一 般 的 
现象 。 然 而 也 有 典型 性 的 例外 , 今 用 第 二 个 例子 来 说 明 。 

在 一 下 江 的 平面 上 作 一 图 ， 并 作 一 不 与 该 辕 相交 的 直立 轴 。 
柳 轴 将 恋 图 旋转 , 得 一 回转 出面 , 叫做 环 面 (图 210)。 图 周 上 的 最 
高 点 4 和 最 低 点 B 划 分 此 
圆 为 两 个 中 圆 工 和 工 。 显 
然 由 I 生成 的 部 分 环 面具 
有 正 的 高 斯 曲率 ， 由 工 生 
成 的 部 分 环 面具 有 负 的 高 
斯 曲率 。 这 两 部 分 的 分 界 
线 是 点 4 和 点 了 所 摘 输 的 
圆 。 这 两 个 圆 是 我 们 曲面 
的 抛物 曲线 。 通 过 二 圆 之 
一 的 一 点 作 环 面 的 任 一 切 
面 ， 必 与 环 面 实 于 通过 切 
点 的 单 支 曲线 ， 因 为 很 明 
显 ， 这 个 切面 沿 整 个 圆 局 
切 于 环 面 ， 不 出 与 曲面 区 
于 别处 。 这 样 ， 我 们 已 经 
找到 了 一 个 有 关 抛 物 点 的 
例子 ， 在 这 里 切面 与 曲面 
的 交 嫉 没有 尖 点 。 图 211 
表示 通过 抛物 曲线 邻近 的 
一 个 双 曲 点 的 切面 与 环 面 
的 交 线 。 至 于 在 权 圆 点 处 
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的 切面 , 只 有 切 点 才 是 它 与 环 面 的 公共 点 。 

让 我 们 来 研究 环 面 的 球面 象 。 在 所 有 的 法 线 上 我 们 选 好 方向 ， 
比方 悦 朝 外 的 方向 。 两 个 抛物 圆 上 的 所 有 法 线 帮 平行 ， 因 此 每 个 
抛物 图 陕 到 球面 上 单独 一 个 点 ， 这 两 点 就 是 球面 的 最 高 点 和 最 低 
点 ， 环 面 的 粮 图 部 分 没有 平行 法 名 。 而 且 容 易 看 出 ， 它 的 象 点 恰 
好 无 空隙 地 复 盖 球面 一次 ， 但 是 最 高 和 最 低 点 例外 ， 同 样 的 话 对 
于 双 曲 部 分 也 成 立 。 由 此 可 知 ， 全 环 面 的 所 有 象 点 恰好 复 盖 整个 
球面 二 欢 ， 但 最 高 和 最 低 点 例外 ， 工 且 两 层 点 在 这 两 个 例外 点 处 

连 在 一 起 ， 为 了 看 清楚 两 
4 人 3 层 点 是 如 何 连通 的 ， 我 们 

也 仿照 上 例 的 办 法 ， 图 绞 
抛物 点 作 无 重点 的 一 条 小 
于 曲线 JJ238117。 在 图 212 
上 夯 出 的 环 面 和 球面 是 从 
上 往 下 科 看 的 ， 原 曲线 上 
的 点 和 共 象 点 的 对 应 关 
图 212 系 , 从 图 上 看 一 目 了 然 , 不 
必 多 说 。 至 于 球面 象 为 什么 呈 8 字形， 这 是 由 于 椭 图 部 分 的 象 保 
持原 方向 , 但 双 曲 部 分 的 象 反 转 方向 的 原故 。 

这 个 例子 对 于 曲面 沿 整个 曲线 (必然 是 抛物 曲线 ) 和 同一 平面 
相 切 的 情况 来 襄 是 典型 的 。 另 一 方面 ， 钟 形 曲 面 襄 明了 切面 沿 着 
抛物 曲 焰 改 变 的 情形 。 在 这 两 个 例子 里 ， 抛 物 曲 钱 都 划分 曲面 为 
两 个 区 域 , 一 个 是 正高 斯 曲率 的 , 一 个 是 负 高 斯 曲率 的 。 

我 们 再 考虑 具有 被 负 则 率 区 域 包 图 的 孤立 抛物 点 的 曲面 (图 
218)， 作 为 最 后 一 个 例子 。 这 是 在 第 194 页 上 讲 过 的 猴 鞍 而 。 显 
然 , 曲面 上 有 证 行 法 线 的 那些 点 就 是 对 于 拓 物 点 而 言 的 对 径 点 。 因 
此 凡 包 转 摘 物 点 而 无 重点 的 于 曲线 , 它 的 球面 象 , 便 是 围 线 抛物 点 
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的 象 点 两 次 的 于 曲线 了 了。 同样, 显然 也 可 以 作 一 个 以 散 面 形 为 串 域 
的 狐 立 抛物 点 ， 使 得 图 嫉 它 的 无 重点 的 并 曲 秋 的 球面 人 冥 为 图 六 家 
点 三 次 .四 次 或 任意 多 次 的 于 曲线 。 另 一 方面 , 对 于 伞 正 曲率 区 域 
包 赎 的 外 立 抛物 点 , 可 以 证 明 , 它 的 球面 表示 就 象 原 曲 面 的 坦率 到 
处 是 正 的 , 而 抛物 点 不 存在 一 样 。 

在 结束 不 节 之 前 ， 我 们 旋 说 曲面 的 曲率 线 和 淅 近 线 在 球面 映 
射 之 下 的 性 质 。 主 方向 的 特征 是 它 乃 是 平行 于 复方 向 的 瞧 一 方 辐 。 
只 有 在 障 点 处 这 个 准则 不 成 立 。 这 时 每 一 方向 者 平行 于 其 象 方 
向 。 共 次 , 我 们 要 注意 , 在 椭圆 点 的 情况 ， 或 者 两 个 主 方 向 的 指向 
跟 共 篆 方向 一 致 ， 或 者 相反 ， 这 要 看 法 钱 的 指 回 最 初 如 何 选 择 而 
定 。 在 双 则 点 的 和 情况， 一 个 主 方向 的 指向 跟 其 象 一 致 ， 为 一 个 
相反 。 z 

这 个 准则 和 舍 诉 我 们 一 个 很 简单 的 办 法 去 找 任何 回转 曲面 的 册 
率 线 。 我 们 断言 , 回转 曲面 的 曲率 线 就 是 它 的 轻 线 和 和 纤 线 , 因为 这 


@ 这 样 一 来 狼 鞍 面 的 球面 象 是 带 有 支点 的 黎 曙 曲面 ， 这 支点 代表 抛物 点 (参看 
第 269 页 )。 注 意 在 图 213 中 指向 是 反 转 的 。 
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些 曲线 的 球面 象 显然 足球 面 上 的 你 缆 和 香 缆 ， 而 且 这 些 曲 线 在 每 
一 点 处 的 方向 都 与 其 球面 象 在 对 应 点 处 的 方向 相同 。 由 此 可 见 ， 
一 个 凸 闭 回 转 曲 面 的 两 极 , 必然 是 腾 后 。 


图 215 图 216 


渐 近 稻 的 方向 有 一 个 不 同 的 特征 : 它们 垂直 于 其 球面 象 , 并 且 
它们 是 具备 这 个 性 质 的 仅 有 的 方向 。 为 了 得 出 象 的 方向 , 渐 近 线 须 
在 切面 上 旋转 , 这 种 旋转 的 指向 ， 对 于 两 个 渐 近 方向 总 是 不 同 的 : 
一 个 顺 时 针 ， 另 一 个 反 时 人 针 。 这 是 因为 负 曲 率 曲 面 上 的 指向 永远 
与 其 球面 象 上 的 指向 相反 的 原故 。 

由 于 渐 近 线 只 复 盖 曲面 的 双 曲 部 分 ， 因 此 它们 在 抛物 曲线 的 
邻近 必 呈 现 奇 性 。 如 果 沿 抛物 曲 厂 切面 是 变动 的 ， 上 比如 人 象 钟 形 面 
的 情形 , 则 诸 渐 近 钱 在 抛物 曲 秋 上 有 尖 点 (图 214)， 但 是 如 有 果 在 抛 
物 曲线 上 的 所 有 点 处 都 有 同一 切面 , 比如 象 环 面 的 情形 , 则 抛物 曲 
线 包 阁 渐 近 线 ， 永 即 抛物 曲线 在 每 一 所 处 与 一 条 渐 近 线 相 切 ( 图 
215)。 在 猴 鞍 面 上 渐 近 线 的 形象 如 图 216 所 示 。 如 采 图 弹 猴 坎 皮 的 
一 条 简单 半 曲 线 在 球面 上 的 象 转 了 % 一 1 图 , 划 通 过 这 个 操 的 浙 近 
厂 恰好 有 % 条 。 


$ 30。 可 展 曲面 。 直 秒 曲 面 
从 前 我 们 研究 曲面 上 抛物 点 的 时 候 ， 对 于 只 由 抛物 点 租 成 而 
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不 含 别 类 点 的 曲面 略 而 不 谈 。 由 于 这 类 曲面 等 别 重要 ， 现 在 详 胡 
研究 之 。 

从 前 我 们 就 遇 到 过 这 类 曲面 的 例子 ， 它 们 是 由 斑 面 片 橙 曲 而 
成 的 曲面 。 这 里 有 一 个 一 般 性 的 定理 一片 具有 常数 高 斯 曲率 的 
曲面 能 够 纸 计 曲 而 变 为 任何 另 一 片 具有 相同 常数 高 斯 曲率 的 曲 
面 .9 

从 这 个 定理 可 以 推 知 , 在 每 一 点 处 曲率 等 竹 雳 的 任何 曲面 片 ， 
能 够 帮 弯 曲 变 为 下 面 片 。 这 正 是 为 什么 要 把 这 一 类 的 曲面 吓 做 可 
展 曲 面 的 理由 。 

还 有 与 第 一 种 方法 完全 不 同 的 另外 两 种 求 可 展 曲面 的 方法 。 
首先 , 我 们 说 由 任何 一 个 单 参数 平面 族 包 略 的 曲面 都 是 可 展 曲面 。 
变动 着 的 平面 与 这样 的 曲 而 沿 着 一 整 条 直线 相 切 ， 而 这 条 直线 是 
作为 二 相 邻 平面 的 交 和 线 的 极限 位 置 得 到 的 。 因 为 曲面 在 这 条 直 生 
上 的 所 有 点 都 有 同一 切面 ， 所 以 这 直 矿 是 由 曲面 上 的 抛物 点 所 租 
成 的 。 又 因为 这 些 直 线 的 集合 复 盖 整 片 曲面 (由 于 这 种 原因 所 以 称 
它们 为 昌 面 的 母线 ) 因此 曲面 上 的 一 切 点 都 是 抛物 点 。 值 得 注意 
的 是 , 这 个 定理 的 逆 定 理 也 美 : 每 一 个 可 展 曲面 都 可 以 用 这 种 方法 
得 出 。 由 此 可 知 , 一 切 可 展 曲 面 是 直 竹 而 .四 

因为 三 个 平面 总 有 一 交点 。@ 那么 是 不 是 由 此 可 以 推 息 ,一 个 
可 展 曲 面 的 任意 两 条 相 邻 母线 应 该 有 一 公共 点 呢 ? 这 个 推 想 是 对 
的 , 可 以 用 解析 方法 来 证 明 。 利 用 上 面 的 事实, 我 们 得 出 作 可 展 曲 
面 的 第 三 种 方法 。 相 继 直 线 的 交点 描 输 一 曲线 。 从 直观 上 看 ， 我 


中 ”对 于 高 斯 曲率 为 变数 的 由 而 ,不 存在 象 这 样 简单 的 充分 条 件 ， 足以 保证 两 片 
曲面 能 角 经 弯曲 互 变 。 必 需 的 条 件 是 二 也 面 在 对 应 点 处 的 高 斯 则 率 相 等 。 但 是 这 个 
条 件 不 是 充分 的 , 这 可 以 从 一 些 回转 曲 面 的 反例 立刻 看 出 来 。 

四 不 过 在 四 灯 空 骨 里 , 有 的 可 展 曲 面 工 非 丰 教 面 (参考 第 四 章 附 录 2)。 
@ 假定 二 平行 平面 看 作 是 相交 于 无 穷 远 直 线 的 平面 。 
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们 自然 想到 庄 母 娘 不 与 这 一 宏 间 曲 入 相交 , 而 与 它 相 切 , 这 一 点 确 
实 可 以 证 明 。 这 样 ， 我 们 可 以 规定 可 展 曲 面 为 任意 空间 曲 六 的 切 
线 所 构成 的 曲面 (这 时 可 展 昌 面 称 为 此 曲线 的 切线 曲面 )。 同 时 , 这 
曲面 也 是 曲线 的 密切 面 族 的 包 烙 面 。 只 有 匆 面 和 杜 面 不 适用 这 种 
表示 法 。 但 前 述 方 法 显然 仍 能 适用 。 

从 第 二 种 表示 方法 立刻 可 以 找 出 所 有 可 展 曲面 的 球面 象 ， 但 
平面 除外 。 因 为 可 展 由 面 的 包 烙 平面 形成 曲面 的 切面 集合 ， 因 此 
所 有 的 切面 , 以 及 所 有 切面 的 法 钱 , 各 形成 只 依 蛋 于 一 个 变 参数 的 
族 。 因 此 可 展 曲面 的 球面 象 永远 是 一 曲线 ; 更 精确 地 襄 , 它 是 一 条 
空间 曲线 的 副 法 和 线 象 ， 此 曲线 的 切线 即 形成 所 和 给 可 展 曲 面 。 至 于 
曲率 等 于 零 的 曲面 的 球面 象 之 所 以 退化 为 曲线 ， 也 可 以 从 高 斯 此 
率 原来 的 定义 推导 出 来 , 因为 任何 这 样 的 曲面 片 的 球面 象 , 它 所 包 
图 的 面积 等 于 零 。 

让 我 们 把 任意 空间 曲线 的 切线 曲面 摊 在 平面 上 。 于 是 空间 曲 
线 变 为 平面 业 线 , 曲面 的 母线 变 为 平面 曲线 的 切线 , 空间 曲线 的 任 
意 一 段 弧 对 应 平面 曲线 的 一 段 等 长 弧 。 除 此 之 外 , 还 可 以 证 明 , 二 
曲 黎 在 对 应 点 处 的 曲率 相同 。 9 

反 过 来 ， 如 果 从 一 段 平面 凸 弧 s 出 发 ， 控 掉 弧 的 目 便 的 部 分 
平面 , 那么 可 把 在 面 其 余 的 部 分 弯曲 ,使 得 从 s 变 成 的 空间 上 曲 神 在 
每 一 点 的 曲率 都 等 于 s 在 对 应 点 的 曲率 。 用 解析 方法 可 以 证 明 ， 
我 们 可 以 同时 赋予 所 得 空间 曲线 以 任何 所 希望 的 乒 率 。 空 间 曲 线 
的 这 条 变换 ， 即 弧 长 和 第 一 曲率 不 变 但 据 率 (第 二 由 率 ) 有 所 改变 
的 形变 , 简称 所 论 曲 线 的 扭转 ( 抄 田 )。 

在 上 让 部 分 焉 面 的 弯曲 过 程 中 ， 所 有 切 于 s 的 直 贱 显然 还 是 


@ 这 是 很 明 普 的 。 因 为 二 切 克 的 夹 角 和 经 弯曲 不 变 ,而 出 率 规 定 为 这 角 与 共 对 应 
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让 龙 ， 但 所 有 共 他 看 线 都 变 蕊 了 曲线 .中 不 过 应 该 指出 ， 通 过 部 分 
下 面 的 弯曲 ， 得 不 到 从 s 产生 的 空间 昌 绥 二 的 整个 切线 曲面 。 因 
为 这 样 作 出 的 曲面 ， 仅 仅 包 含 从 守 的 切 点 出 发 的 每 条 切线 的 一 支 
人 
面 合 在 一 起 构成 圭 的 切线 曲面 。 它 个 相交 于 1 沿 作成 尖锐 的 
楼 , 时 做 曲线 的 春 线 或 夫 楼 (图 317)。 如 果 把 # 生根 所 新 使 
变 成 8， 则 这 二 曲面 渐渐 人 二 失 ， 直 到 最 
后 它们 合 在 一 起 作成 s 的 平面 。 二 的 

整个 切线 曲面 可 以 这 样 得 出 : 把 其 有 
盟 线 s 
沿 s 等 合 在 一 起 ， 然 后 一 面 将 * 扭转 
ep 在 这 个 过 程 
中 重要 的 一 点 是 s 的 曲率 须 处 处 不 每 
于 雳 。 另 一 方面 ， 如 采 曲 线 3 有 一 描 
点 , 那 未 一 般 地 在 拐点 处 有 四 片 切线 曲面 相交 , 其 中 有 两 片 沿 * 在 
拐点 的 切线 相连 。 

现在 来 铺 究 不 可 展 的 昔 较 面 。 根据 疯 面 的 剧 花 ， 它们 是 那 种 
直 纹 面 ， 其 上 相 人 和 孝 两 条 母线 相互 
表 妖 ; 因为 , 我们 在 以 前 看 到 过 ， 
曲面 当 且 仅 当 相 邻 母线 相交 的 场 
合 才 是 可 展 的 。 

每 一 可 展 曲 面 有 一 条 所 谢 春 
线 的 空间 曲线 。 我 们 可 以 把 这 个 
概念 推广 到 其 他 的 直入 面 上 , 便 得 到 所 襄 磊 曲线 的 概念 ,为 了 这 个 


@ 若 部 分 焉 面 的 普 基 是 完 允 任意 的 , 8 的 曲 环 当然 可 以 改变 。 要 使 3 的 曲率 保 
持 不 变 , 必需 和 充分 的 条 体 是 s 的 切线 仍 为 直线 。 因 此 若是 把 一 张 纸 剪 成 上 述 部 分 平 
面 , 并 用 绝 秆 贴 子 纸 上 以 增 才 急于 s 的 射线 的 强度 ,可 得 一 有 用 的 异型 。 
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目的 , 我 们 从 曲面 的 母线 族 中 选 好 两 条 母线 & 和 8 并 作 它 们 的 公 
共 垂 线 ( 图 218)。 如 所 周知 ， 这 条 垂 线 是 连 车 & 和 8 的 最 短 直 和 线 。 
命 4 是 公 垂 线 同 gw 的 交点 。 如 让 丘 历 驾 母 线 族 中 的 直线 而 趋 近 由 
划 4 将 趋 近 一 极限 位 置 ， 中 做 a 的 腰 点 (或 名 罕 点 )。 腰 点 相当 于 
可 展 曲面 上 相 邻 母线 交 于 硝 线 上 的 点 。 

腰 曲 入 是 当 直 线 4 历 破 曲面 的 所 有 母 黎 时 腰 点 的 雪 述 。 不 过 
若 以 为 腰 曲 线 必 然 同 所 有 的 母线 正 交 , 就 错 训 了 ,因为 识 a,5,c 是 
三 条 相 鄂 县 线 ( 图 218), 则 5 和 6 的 公 垂 线 在 训 上 的 垂 足 ， 一 般 不 
是 5 和 8 的 公 垂 线 在 8 上 的 垂 足 。 由 此 可 知 ， 连 桔 腰 点 的 缠 不 一 
定 同 公 垂 线 有 相同 的 方向 , 因 之 也 就 不 一 定 同 母线 正 交 。 例 如 ,在 
单 叶 回 转 双 曲面 上 ， 腰 曲线 是 赤道 图; 很 明显 它 不 同 任何 母线 
正 艾 。 

站 入 面 是 单 参数 过 线 流 形 。 由 于 这 个 原故 ， 站 粮 曲面 同 作为 
单 参 数 点 流 形 的 实 问 曲 黎 有 某 些 相似 之 处 。 例 如 ， 与 曲 牵 概念 相 
当 , 可 以 引进 下 较 曲面 的 所 户 窜 讼 这 个 概念 。 直 较 面 的 窄 底 是 指 
二 母线 的 严 角 除 以 二 母线 的 最 短 焉 离 所 得 的 商 ， 当 二 母线 趋 于 同 
一 位 置 时 的 极限 ( 崇 度 的 倒数 叫做 直 较 面 的 分 布 参数 )。 

罕 度 表征 切面 沿 直 较 曲面 母线 的 变化 。 如 果 切 点 沿 一 母线 移 
动 , 显然 切面 只 能 粹 母 线 旋 转 , 因为 它 必须 包含 这 条 直线 。 可 以 用 
解析 方法 证 明 ， 在 母线 & 上 一 点 书 的 切面 所 取 的 位 置 由 下 面 三 个 
条 件 唯一 决定 : 母线 & 上 上 腰 点 4 处 的 切面 的 位 置 ; 距离 P4; 母线 wa 
上 直 蒋 母线 的 罕 度 。 切 面 的 分 布 状况 可 描述 如 下 ; 假如 PP 在 a 上 
移动 , 顺 着 一 个 方向 从 4 到 无 穷 远 , 则 过 点 的 切面 与 过 点 4 的 切 
面 之 问 的 夹 角逐 浙 增 大 ， 莽 且 在 极限 时 成 为 直角 。 在 点 4 的 其 他 
一 便 , 切面 的 性 质 相 似 , 并 且 关 于 腰 点 对 称 。 如 果 在 点 4 的 两 侧 有 
两 点 己 入 与 4 的 距离 相等 ， 划 过 4 的 切面 必 奉 分 过 己 和 @ 的 切 
面 的 夹 角 。 
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从 此 推出 : 如果 二 下 六 面 各 在 它们 的 某 一 苹 线 上 有 相同 的 寄 
度 , 便 可 以 把 这 二 曲面 放 在 一 起 , 使 得 二 母线 重合 ， 状 使 得 二 曲面 
沿 这 条 共同 母线 相 切 , 要 做 到 这 一 点 , 只 须 衣 法 使 二 采 点 本 丑 重 合 
以 及 过 此 二 腰 点 的 切面 重合 ， 可 能 还 须 再 将 二 曲面 之 一 绕 另 一 曲 
面 旋转 两 个 直角 , 但 不 改变 腰 点 与 过 腰 点 的 切面 的 重合 关系 即 可 。 
两 片 曲 面 可 以 如 此 合 反 这 件 事 在 运动 学 中 其 为 重要 (参看 第 284 一 
285 页 )。 

可 展 上 曲面 可 借助 窗 度 这 个 概念 分 为 几 种 类 型 。 例 如 ， 柱 面 显 
然 是 上 罕 度 等 于 雾 的 曲面 ， 因 为 二 相 邻 母线 的 夹 角 等 于 雳 ; 另 一 方 
面 , 锥 面 与 空间 昌 线 的 切线 曲面 的 容 度 是 无 穷 大 , 因为 二 相 促 母线 
的 距离 等 于 堆 。 

我 们 已 绝 找 到 了 可 展 曲面 的 球面 象 。 对 于 容 度 是 有 限 数 的 让 
纹 曲 面 而 昔 , 它们 的 球面 象 也 有 一 个 简单 的 性 质 : 在 一 已 给 的 直入 
母 硬 上 的 所 有 点 的 法 线 都 下 行 于 一 个 定 平面 ， 即 母线 的 法 面 。 因 
此 我 们 看 出 : 首先 , 一 站 和 纹 母 线 的 球面 象 必然 是 一 大 圆 的 一 弧 ; 其 
次 ， 当 一 点 沿 站 和 纹 峡 绕 的 两 个 方向 之 
一 从 腰 点 走向 无 穷 远 时 ， 这 点 处 的 法 
线 就 随 着 连续 转 动 一 直角 。 因 此 母线 
的 球面 象 是 一 牛 圆 狂 。 定 圆 弧 二 端点 
对 应 母线 上 的 二 无 穷 远 点 ， 莽 且 腰 点 
的 象 平分 咎 图 弧 。 

作为 本 节 的 车 尾 ， 我 们 来 制造 一 
个 异常 简单 的 常数 符 度 直入 曲面 〈 图 
219)。 我 们 自然 要 选择 与 曲面 的 所 有 
母线 都 垂直 的 直线 作为 腰 曲 线 。 敲 0 
是 曲面 的 (常数 ) 军 度 。 设 4 和 6b 是 二 
母线 ， 它 们 的 夹 角 是 a， 并 敲 4 和 号 图 219 
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分 别 是 腰 曲 和 线 与 4 和 的 区 点 , 则 
a= AB:d. 


由 此 可 知 ,如 果 这 个 曲面 以 夺 遇 线 为 轴 作 螺 距 为 的 螺旋 运动 


则 它 将 变换 成 它 自己 。 基 于 这 个 性 质 , 这 样 的 曲面 叫做 螺旋 面 。 最 
一 般 的 螺旋 面 乃 是 任意 空间 师 线 围 铀 一 固定 轴 作 匀速 曲 旋 运动 所 
扫 过 的 曲面 。 这 样 襄 来 ， 我 们 作 得 的 特别 直 罗 螺旋 而 是 以 与 轴 正 
交 的 直 秒 为 母线 的 。 这 个 曲面 叫做 正 螺旋 面 。 

用 解析 方法 可 以 证 实 正 螺 旋 面 是 极 小 曲面 (图 220 a)。 在 第 
194 页 上 我 们 全 绝 看 见 过 一 个 极 小 曲面 的 例子 一 -起 链 面 (图 
220b )。 悬 链 面 与 正 螺旋 面 之 问 有 密切 的 关系 ， 正 螺旋 面 可 以 径 
过 恋 曲 变 成 县 链 面 。 办 法 是 
把 螺旋 面包 聂 悬 链 面 无 穷 多 
次 ， 正 象 用 一 下 面包 事 一 图 
柱 的 情形 那样 。 这 时 腰 曲 二 
必然 复 盖 悬 链 面 的 赤道 〈 即 


图 220G 图 22077 
最 小 圆 改 口 ) 而 母线 变 为 经 线 @。 
中 ”应 该 注意， 螺旋 面 经 过 壳 暴 , 它 的 斩 不 变 成 旋转 二 , 但 变 成 垂 昌 于 它 的 贺 。 达 


就 是 为 什么 在 图 2204 和 2205 上 螺旋 面 的 厚 取 为 锦 寺 的， 而 悬 链 而 的 轴 取 为 水 平 的 
原故 。 
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螺旋 面 的 一 般 讨 其 以 及 它们 同 回转 曲面 的 关系 , 容 以 后 再 讲 。 
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可 展 曲 面 的 理论 告状 我 们 一 个 办 法 ， 用 这 个 办 法 可 以 这 样 变 
换 空间 曲 禾 ， 保 持 曲 禾 的 弧 长 和 曲率 不 变 ， 只 改变 其 乒 率 。 空 间 
曲 弹 的 这 种 形变 哩 做 扭转 ( 捷 曲 )。 其 特别 情形 , 每 条 空间 曲线 者 
可 以 各 过 扭转 而 变 为 平面 昌黎 s; 5 的 形状 由 二 的 形状 唯一 决定 ， 
因为 的 曲率 是 弧 长 的 已 知 丙 数 ,根据 $26, 它 完 全 决定 了 。 的 形 
状 。 s 和 + 有 一 个 很 突出 的 关系 , 正 是 下 面 所 要 讲 的 。 

从 短程 由 率 的 理论 一 一 短程 曲率 的 概念 下 面 再 讲 一 一 可 得 出 
以 下 要 用 的 一 个 简单 不 等 式 ( 参 看 图 2214 和 2215): 假定 t 在 可 展 


曲面 上 ， 又 假定 由 面 在 素面 上 摊 硅 后 t 变 为 平面 曲线 上， 那么 去 
的 曲率 如 永远 不 会 大 于 在 对 应 点 的 曲率 。 一般 来 讲 ， 反 而 小 
了 。 事 实 上 , 假定 &% 表示 二 的 密切 而 和 可 展 曲 面相 当 的 切面 的 夹 
角 , 出 

k'=k coy ud. 
从 这 个 引 理 可 推 得 下 面 的 别致 的 定理 : 一 个 可 的 平面 锦 构 过 扭转 
以 后 ， 所 有 的 性 都 变 长 了 。 


(看 图 2224)。 假 谱 s 经 过 手 理 后 成 为 空间 曲线 i， 基 端点 为 0， 


214 人 [第 四 章 ， 
D。 现 在 要 证 明 直 线段 CD 大 于 线段 4B。 为 此 目的 ， 我 们 作 一 个 
以 C 为 质点 包含 弧 t 的 锥 面 (图 2335) 并 将 此 欠 面 在 s 的 平面 上 
摊 琅 。 于 是 成 为 一 条 以 ZF( 比 如 吝 ) 为 端点 的 平面 曲 矿 二 (图 
222c)。 让 线段 CD 是 在 锥 而 一 条 母线 上 的 , 所 以 把 锥 面 摊 成 平面 
之 后 , 它 不 但 仍 是 直 嫉 段 , 而 且 共 长 也 不 变 。 线 段 ZF 和 CD 既然 
相等 ， 因 此 只 要 证明 EF 大 于 48B 就 够 了 。 当 然 曲 缆 8 和 上 二 的 长 
度 是 相等 的 , 又 由 我 们 的 引 理 知道 , t' 上 的 每 一 点 处 的 曲率 必 小 于 
t 的 相当 点 处 的 曲率 ， 因 此 也 就 小 于 s 的 曲率 。 所 以 s 可 以 在 保 
留 4 不 动 并 使 s 的 所 有 点 处 曲率 减 小 而 弧 长 不 变 的 条 件 下 变 成 
1 。 因 为 s 是 凸 曲 线 ， 直 观 上 容易 知道 ,图 222 c 这 样 的 形变 将 使 
B 点 离开 4 点 更 远 些 。 用 解析 方法 也 不 难 证 明 这 一 点 。 这 就 完成 


图 222 8 图 222 6 
了 不 等 式 8 了 二 AB 的 证 明 , 因而 我 们 的 断 语 也 就 证 明了 。 

现在 我 们 把 上 面 的 精 果 应 用 于 由 扭转 图 缴 而 得 到 的 最 简单 的 
曲线 一 一 空间 各 数 曲 素 曲 线 。 图 形 经 过 放大 或 糊 小 总 可 以 使 它 的 
曲率 值 等 于 一 , 因此 我 们 只 考虑 通过 二 固定 点 4, B 且 曲率 等 于 一 
的 所 有 空间 曲线 的 情况 。 为 了 保证 确实 有 贺 弧 通过 4, B, 我 们 假定 
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4 器 的 距离 小 于 2。 这样 就 是 以 保证 通过 4, B 确 有 可 能 作 单 位 图 
了 。4, 万 两 点 划分 圆周 为 二 不 等 弧 , 今 分 别 以 1 I 表 之 , 其 中 的 I 
表 盎 弧 (图 223)。 下 面 的 事实 虽然 乍 眼 看 -人 、、 
来 难以 倒 人 置信 ,但 是 毕 主 是 对 的 : 劣 弧 工 7 
大 于 其 族 中 一 切 邻 弧 ， 优 弧 下 小 于 其 族 中 / 
一 切 邻 弧 ; 唯一 的 例外 是 绠 4 旋转 工 和 了 
所 得 的 一 切 绒 ， 此 时 它们 的 驱 长 显然 还 是 狼 
分 别 等 于 工 和 开 的 。 因 此 ， 我 们 要 解决 的 六 -一 一 
是 把 I 和 工程 过 扭转 而 得 的 曲 研 问题。 图 “228 

现在 证 明 更 一 般 的 命题 : 如 果 连 结 4, B 两 点 常数 曲率 为 一 的 
实 间 曲线 的 弧 不 大 于 耳 它 就 小 于 I。 假 定 弦 上 番 过 扭转 变 为 图 
扳 * 那么 我 们 把 * 放 在 通过 4 和 月 的 加 用 上 ， 使 ”的 一 端 生 全 于 
4( 图 224)。 则 s 的 共 他 一 端 将 重合 于 图 周 
上 的 某 一 点 吾 。 按 照 刚 才 证 过 的 定理 ， 臣 
4B' 一 定 小 于 荡 4B。 但 弧 t 的 长 必须 等 于 
被 苞 4B' 所 划分 的 二 圆 驱 之 一 。 其 中 的 一 
图 绝 大 于 区 因此 根据 假设 应 起 除 掉 。 所 以 
1 等 于 另 一 图 缴 ,因而 小 于 工 。 : 图 224 

由 此 看 来 ， 我 们 证 明了 没有 一 条 连 业 4, B 两 点 .曲率 等 于 一 
同时 红 长 在 I 和 了 之 问 的 空调 曲线 。 试 间 对 这 样 曲 厂 的 缀 长 是 否 
还 有 别 的 限制 ? 

首先 , 不 难 知 道 , 弧 可 以 任意 地 长 。 因 为 , 常数 曲率 曲线 包括 图 
往 螺旋 线 作 为 特例 ( 贿 看 第 186 页 )。 这 样 螺 旋 线 的 螺 距 可 以 取得 
任意 地 短 。 因 此 在 两 点 4, 刀 的 一 段 距 离 中 , 螺旋 线 的 转 数 可 以 任 
意 加 多 。 但 是 对 于 充分 小 的 蛇 距 ， 曲 秦 等 于 一 的 螺旋 线 的 每 转 的 
长 将 近似 地 等 于 单位 辜 的 图 轩 长 。 因 此 很 显然 ， 过 接 A 和 B 的 则 
阐 , 其 弧 长 的 确 可 以 任意 地 长 (参看 图 225)。 
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另 一 方面 , 这 样 的 弧 不 能 无 限制 地 短 , 因为 它 
的 长 必须 超过 直线 线段 4B, 不 过 可 以 使 之 与 这 个 
下 办 任意 地 接近 ， 因 为 如 失 我 们 取 虹 距 非常 大 的 
单位 昌 这 的 螺旋 线 ， 期 暴 庆 线 的 切线 将 几乎 平行 
于 共 轴 ， 辐 时 从 韩 到 螺旋 艇 的 路 离 可 取 成 任 总 地 
小 。 这 样 一 求 ， 这 种 螺旋 线 的 约束 可 以 取 成 与 其 
疆 任 意 地 接 泊 (参看 图 226), 于 是 我 们 的 断 证 证 明 
了 。 由 此 看 来 , 连 辣 两 个 定点 的 最 短 单位 曲率 曲线 

图 229 问题 十 没有 解 的 。 我 们 前 面 看 见 过 ， 遂 过 一 个 外 

表 上 相像 的 极 小 条 件 可 以 刻 划 极 小 曲面 。 相 仿 地 ， 黎 曼 

6 和 出 ， 洲 数 询 里 杂 些 重要 的 定理 可 以 归 络 到 极 小 性质。 

现在 的 例子 表明 ,每 个 极 小 问题 有 人 解 的 假定 , 虽然 好 像 是 

显而易见 , 但 是 在 某 些 人 情况 下 是 不 正确 的 , 因此 需要 对 每 

个 具体 情况 加 以 台 证 。 在 今天 ,证 明 这 类 的 存在 问题 , 是 
数学 分 析 上 最 麻烦 的 问题 (参看 $ 38, 39)。 

这 里 有 一 个 很 简单 的 例子 , 说明 没有 解 的 极 小 半 题 。 

4 问题 是 : 起 用 最 短 昌 线 连 和 烙 4, 互 两 点 ， 要 求 昌 线 和 直线 

图 “8 48 在 4 作成 直角 。 这 里 ,也 同 前 面 一 样 , 我 们 可 以 任意 

接近 线段 4B, 但 是 不 能 达到 它 , 因为 线段 本 身 不 适合 我 


们 的 条 件 ( 图 227)。 
了 履 后 ,我 们 提 一 提 一 个 极 小 问题 ,对 于 它 
4 4 的 解 是 否 存在 , 有 过 长 时 间 的 等 花 。 问 题 是 : 
图 名 1 将 一 根 棍子 4B 在 平面 上 移动 ， 使 得 结果 是 


纸 过 二 直角 的 转动 ， 要 求 在 转动 过 程 中 枪 子 扫 过 的 而 积 为 最 小 。 
这 个 问题 查 到 最 近 才 被 具 西 科 维 奇 (Bosicovitch) 证 明 为 无 解 ( 参 
考 Math. Zeitschrift， 第 27 期 , 1928)。 用 一 种 锯齿 状 的 运动 可 使 
扫 过 的 面积 随意 地 小 (参看 第 279 页 )。 
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$ 32， 球 面 的 十 一 个 性 质 

我 们 已 经 熟悉 了 不 少 高 斯 曲率 等 于 需 的 曲面 。 现 在 来 考 聚 正 
或 灸 常数 曲率 的 上 曲面。 在 这 一 类 则 面 里 以 球面 为 最 简单 而 又 最 重 
要 。 关 于 球 可 讲 的 材料 很 多 , 若 深入 研究 , 可 写成 一 本 专 蔬 。 下 面 
这 里 我 们 仅 挑 选 直观 性 特 强 的 十 一 个 性 质 来 讲 讲 。 在 讲解 的 过 程 
中 , 我 们 同时 效 悉 一 些 新 的 概念 ; 这 些 概念 , 不 仅 对 于 球面 的 几何 
学 是 重要 的 ,对 于 幅面 的 一 般 理 论 , 也 是 重要 的 。 在 识 到 球面 的 每 
个 性 质 时 , 我 们 要 追 注 : 它 所 决定 的 球面 是 唯一 的 呢 ， 或 者 还 有 其 
他 的 曲面 , 也 其 有 所 论 性 质 ? 

1. 生生 生生 证 又 ， 球 面 上 各 点 辐 二 定点 忠 山 


和 


生生 凡 国 上 过 个 是 叉 瞧 _ 关 是 于 
至 于 第 二 个 性 质 最 容易 用 解析 方法 证 明 。 此 外 ， 第 二 个 性 质 不 仅 
可 以 决定 球面 , 也 可 以 决定 平面 。 事 实 上 , 当 且 仅 当 常数 比 等 于 1 
的 时 候 才 是 平面 。 这 平面 是 二 定点 的 对 称 平面 。 

2. 球面 的 廊 委 和 平面 截 口 是 圈 。 

在 研究 二 阶 曲 面 时 , 我 们 讲 过 这 样 的 定理 : 二 阶 曲 面 的 所 有 平 
面 截 口 和 麻 统 是 二 阶 昌 线 。 在 球面 的 情形 , 所 有 的 二 阶 曲 粮 是 图 。 
这 个 性 质 图 一 中 决定 了 球面 。 因 而 ， 从 月 便 的 阴影 永远 是 图 形 这 
个 观 朗 烙 果 , 就 可 以 推 知 地 球 是 球形 的 。 

| 
六 实 这 个 未 辣 意 指 -个 立体 有 这 样 的 人 性质， 在 任何 两 个 平行 
避 而 之 高 的 中 吉政 ， 这 洋 ，_ 个 妹 苍 可 以 在 二 平行 加 面 间 
由 滚动 。 或 者 有 人 认为 球面 被 这 个 性 质 唯一 决定 。 但 是 ， 事 实 上 
有 吝 蒜 多 多 的 三 阴 昌 面 ， 共 中 有 的 并 无 奇 性 ,它们 也 是 有 常 宽 的 ， 
因此 它们 也 可 以 在 切 于 曲面 的 二 固定 丕 行 面 之 疝 自 自演 动 。 图 
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图 228a 图 2235 


228 表示 这 样 的 一 种 曲面 的 两 个 不 同 的 位 置 。 

常 寅 这 个 概念 也 适用 于 曲线 。 一 条 平面 凸 六 曲 线 如 果 介 于 任 
意 二 平行 切线 问 的 距离 相等 ， 就 说 它 有 常 宽 。 赔 是 具有 这 个 性 质 
的 曲线 , 但 这 个 性 质 并 非 加 所 独 有 。 一 个 具有 常 宽 的 是 并 曲 缠 ,被 
介 于 二 平行 切线 之 间 的 二 切 点 分 为 二 弧 ， 其 中 的 一 弧 可 以 随意 选 
取 ， 于 是 总 能 唯一 地 决定 其 余 的 一 弧 ， 使 常 寅 条 件 对 整个 曲线 适 
合 。 这 一 点 只 要 指点 一 下 就 能 使 人 相信 得 过 了 。 事 实 上 ， 和 给 定 弧 
的 诸 切 禾 唯 一 决定 第 二 弧 的 诸 切 线 ， 因 为 在 一 定 侧 以 一 定 距 离 作 
已 输 切 线 的 平行 缕 , 就 得 到 第 二 弧 的 切线 。 由 此 可 知 , 第 二 弧 无 非 
是 这 一 直线 族 的 包 络 。 

具有 常 寅 的 立体 显然 可 以 由 这 个 性 质 来 刻 划 : 在 平行 正 投影 
之 下 ， 立 体 的 所 有 廊 转 是 有 同一 常 寅 的 曲线 。 这 里 有 一 个 定理 : 
一 切 具 有 同一 常 宽 的 曲 缕 , 其 周 长 相 等 。 又 因为 一 个 立体 的 廊 图 ， 
按 定义 是 它 的 平行 正 投影 之 一 的 周 长 , 因此 根据 上 面 的 定理 , 可 知 
具有 常 寅 的 立体 同时 也 有 常 廊 。 所 以 如 把 任何 有 常 寅 的 立体 紧 紧 
奏 在 纸 做 的 图 简 内 , 它 还 能 够 随便 滚 来 深 去 而 不 会 变 得 松动 了 , 也 
不 会 把 图 简 挤 破 。 

反 过 来 ， 明 科 夫 斯 基 证 明了 所 有 有 常 廊 的 三 曲面 也 是 有 沼 宽 
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的 。 因 此 这 两 个 性 质 互相 藉 含 @。 

4. 球面 上 所 有 的 点 都 是 腾 点 。 

我 们 从 前 提 过 这 个 性 质 , 并 且 指 出 了 这 个 性 质 除 球面 外 , 只 有 
平面 坟 有 (参看 第 190 真 )， 一 种 制定 球面 上 的 所 有 点 都 是 腾 点 的 
办 法 是 根据 球面 的 任 一 平面 截 口 都 是 图 这 个 事实 。 将 一 个 与 球面 
相交 的 平面 移动 , 移动 时 保持 平 而 与 原 位 置 平行 , 一 直到 平面 与 球 
面相 切 于 一 点 忆 为 止 ; 于 是 我 们 看 到 在 点 P 的 杜 活 标 线 是 一 贺 ( 参 
看 第 195 页 )。 因 此 了 是 一 脐 点 。 

5. 球面 没有 焦 曲 加 (中 心 曲 面 》 

我 们 早已 讲 过 (第 187 页 及 以 后 )， 在 曲面 上 一 点 处 所 有 正 截 
口 的 曲率 中 心 一 般 地 境 满 这 点 上 法 线 的 一 段 。 这 一 段 的 两 个 端点 
是 属于 主 方向 的 曲率 中 心 。 这 两 点 有 时 叶 做 法 线 的 焦点 。 两 焦点 
重合 当 且 仅 当 曲面 的 点 是 财 点 的 时 候 。 一 焦点 在 无 穷 远 当 且 仅 当 
曲面 在 对 应 点 的 高 斯 曲率 等 于 霸 。 

如 果 曲 面 的 一 点 跑 过 曲面 的 所 有 位 置 ， 则 其 法 厂 上 的 二 焦点 
一 般 地 盖 满 某 一 对 曲面 ， 它 们 叫做 原 曲 面 的 焦 曲 面 ( 或 渐 届 面 , 也 
中 中 心 曲 面 )。 球面 的 焦 曲面 仅 有 球 心 一 个 点 , 因为 二 焦点 都 汇聚 
在 这 点 。 球 面 是 一 叶 焦 曲面 退化 为 一 点 的 唯一 曲面 。 让 我 们 看 在 
两 叶 焦 曲面 都 退化 为 曲线 的 有 哪些 曲面 已 构 证 明 , 只 有 所 于 杜 潘 
辕 科 曲面 这 一 类 (这 是 仁 氏 发 现 的 , 其 中 有 几 种 已 画 在 图 229 上 )。 
这 类 曲面 也 可 以 定义 为 切 于 三 个 定 球 的 球 族 的 包 络 面 。 此 外 ， 杜 
潘 图 较 曲 面 是 所 有 曲率 厂 都 是 图 的 仅 有 的 一 类 曲 面 。 图 229 所 表 
示 的 五 种 石 育 模 型 上 刻 出 了 一 些 曲 率 线 。 还 有 ， 在 包 络 一 图 玖 则 
面 的 球 族 中 的 每 一 球 都 沿 一 曲率 克 和 这 略 米 曲面 相 切 ， 而 且 一 图 

@ 如果 我 们 不 要 求 立 体 的 所 有 投影 有 相等 的 周 长 ， 而 要 求 有 相等 约 面 积 , 则 得 
到 另外 一 种 曲面 , 听 做 等 照度 曲面 。 球 是 这 种 曲面 的 一 个 例子 , 但 是 并 不 只 是 妹 。( 姑 


司 和 


省 W. Blaschke, Kreis und Kvgel 第 151 页 , 茜 上 比 锡 , 1916) 
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图 229¢e 图 ”229 4 


纹 曲 面 上 的 每 一 曲率 线 基 可 用 这 种 方法 得 出 。 环 面 是 圆 绞 曲面 中 
我 们 所 熟悉 的 一 例 。 环 面 的 焦 曲 面 是 由 旋转 轴 和 在 旋转 过 程 中 尽 
圆心 产生 的 贺 组 成 的 。 此 外 ， 所 有 回转 雏 而 和 回转 柱 面 是 圆 狼 曲 

它们 的 一 叶 焦 曲面 是 旋转 珊 , 另 一 叶 在 无 劣 远 。 至 于 其 他 的 贺 
教 曲面 ,它们 的 焦 曲面 是 两 条 圆锥 曲 业 ,一 般 是 一 覃 圆 和 一 双 曲 站 ， 
其 相对 位 置 和 二 阶 曲 面 的 焦 曲 线 一 样 0。 


由 图 229a 和 2292 上 的 二 曲面 系 由 环 面 在 空间 反 演 而 来 〈 参 看 第 266 页 )。 
图 229 的 反 演 中 心 在 环 面 上 ， 图 229 ac 不 在 。 图 229c 和 2294 上 的 二 曲面 系 由 图 
锥 面 反 演 而 来 ， 图 229 4 的 反 演 中心 在 匆 面 上 。 图 229 e 表示 由 圆柱 面 反 演 而 得 的 曲 
面 , 其 反 演 中 心 不 在 柱 面 上 。 
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蓄 是 只 要 求 一 叶 焦 曲面 退化 为 曲 缆 ， 得 到 的 曲面 类 型 更 多 得 
多 。 每 一 回转 曲面 部 有 这 个 性 质 ; 一 叶 焦 曲面 常 是 旋转 轴 。 适 合 
我 们 的 条 件 的 最 一 般 形 式 的 曲面 是 管道 曲面 。 所 谓 管 道 曲 面 是 襄 
生 径 在 变化 的 一 族 球 的 包 络 ， 各 FE 
球 心 在 某 一 定 曲 线 上 。 这 昌 线 永 
远 构 成 管道 曲面 的 一 叶 乱 曲 面 。 
共 特 例 , 当 曲 线 是 直线 时 , 结果 便 
得 一 回转 曲面 。 因 此 回转 曲面 即 荐 ， 
是 管道 曲面 的 特别 情形 。 和 回转 导 
由 面 一 样 , 在 仁 个 管道 曲面 上, 二 | 
族 曲 率 线 之 一 是 由 图 组 成 的 。 这 图 229 。 

些 圆 是 一 侣 球 交 出 的 图 的 航 限 位 置 (它们 叫做 这 族 蒜 的 特征 线 。) 

对 于 其 他 的 弯 盟 曙 面 ， 它 们 的 焦 曙 而 是 由 两 叶 曙 面 粗 成 的 。 
可 以 证 明 , 在 它们 的 焦点 处 ,任何 法 长 不 同 这 两 于 昌 面 相 挛 、 而 总 
是 相 切 。 这 样 一 来 , 如 果 了 曲面 的 二 叶 焦 幅面 为 已 知 , 则 由 证 的 讲法 
缮 可 以 刻 划 为 二 叶 焦 灿 面 的 公共 切线 。 这 里 发 生 一 圈 题 : 在 什么 
条件 下 可 以 将 推演 的 次 序 显 倒 过 来 ? 我 们 从 任意 二 曲面 开始 ， 并 
考虑 所 有 辐 二 曲面 相 切 的 直线 族 SS。 那么 间 题 便 是 ， 有 没有 一 个 
曲面 ( 渐 仲 面 ), 它 的 雍 法 线 是 直 缕 族 8? 换 旬 话说 , 二 已 知 曲 面 能 
， 香 为 另 一 曲面 的 焦 曲 面 ? 要 使 这 样 的 情况 实现 ， 有 一 个 很 简单 的 
序 更 条件， 过 雹 线 族 S 中 任 一 直线 在 二 曲面 上 的 二 切 点 所 作 二 曲 
面 的 切面 ， 必 有 顷 相 瑟 牌 二 。 共 焦 二 阶 遇 曾 族 可 作为 这 种 曲面 的 实 
例 , 因为 可 以 证 明 , 任意 一 对 不 同类 的 共 焦 二 阶 曲 面 适合 我 们 的 条 
件 。 


~ A 


和 


旧 面 的 测 地 和 终 是 平面 上 直线 的 推广 。 正 像 直 和 线 一 样 ， 测 地 和 线 
里 有 儿 全 与 曲面 上 刘 种 曙 驴 不 园 的 重要 性 质 。 因 此 测 地 线 可 以 有 
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种 种 不 同 的 定义 。 我 们 只 笛 论 这 三 种 定义 : 作为 最 短 的 线 ， 作 为 
癌 前 的 厂 , 作为 最 直 的 粮 。 

第 一 个 性 质 是 说 ， 每 一 充分 小 的 测 地 嫉 弧 是 曲面 上 过 接 这 浙 
二 端点 的 最 短 道 路 ， 由 此 可 推 知 ， 曲 面 的 测 地 线 在 曲面 经 受 索 由 
时 依然 是 测 地 线 。 所 以 测 地 和 线 对 于 曲面 的 内 在 性 质 具 有 基本 的 意 
义 ( 参 考 第 197 页 )， 同 时 曲面 的 所 有 内 在 性 质 ( 例 如 高 斯 曲率 ) 都 
可 以 通过 画 测 地 厂 和 测量 它们 的 弧 长 来 决定 。 这 个 事实 跟 平 面 的 
几何 完全 可 由 画 直 和 线 和 测量 直线 长 来 决定 是 类 似 的 。 相 当 于 平面 
上 通过 两 点 有 且 仅 有 一 条 直 缕 这 件 事 的 是 通过 曲面 上 不 太 远 的 两 
点 有 且 仅 有 一 条 测 地 重 。 显 然 ， 把 猎 过 曲面 上 二 点 的 一 根 绳 线 拉 
紧 即 可 得 到 测 地 线 @。 

测 地 嫉 的 第 二 个 性 质 是 ， 它 是 向 前 的 。 这 也 是 曲面 的 一 个 内 
在 性 质 。 事 实 上 , 测 地 线 可 以 由 这 个 条 件 来 定义 : 它 把 曲面 上 一 段 
无 穷 小 踊 永 远 笔直 向 前 移动 。 设 有 一 段 小 颖 A4B 在 曲面 上 移动 ， 
移动 时 4 走 的 路 程 和 互 走 的 相等 , 而 且 两 条 路 线 始 图 同 48B 垂直 ， 
则 4B 中 氮 的 融 迹 即 近似 于 测 地 线 ; 只 要 弧 4B 取得 充分 小 ， 可 以 
达到 任何 近似 程 底 。 从 这 个 定义 容易 理解 ， 通 过 曲面 上 任 一 点 在 
任 一 方向 上 恰 有 一 条 测 地 线 。 此 外 ， 这 个 定义 还 告诉 我 们 实际 作 
测 地 克 的 一 种 近似 方法 。 让 一 辆 特别 小 的 双 输 车 在 曲面 上 移动 , 翰 
子 要 在 它们 的 公共 轴 上 条 牢 ， 以 便 保 持 二 轮转 动 的 速度 相等 。 因 
为 汽车 司机 不 希望 汽车 仅 能 沿 地 球 的 测 地 线 行驶 ， 而 了 且 还 希望 避 
免 办 子 滑行 (为 了 保护 输 胎 和 别 种 原因 )， 因 而 制造 汽车 时 必须 如 
此 识 计 , 使 两 个 后 输 能 授 不 同 速 度 自由 转动 。 

测 地 线 的 第 三 个 定义 一 一 测 地 缕 作 为 最 直 的 ” 线 一 一 不 是 
曲面 的 内 在 性 质 ， 而 与 曲面 如 何 安 装 在 空 关 有 关 ， 过 曲面 上 每 一 


@ 在 凸 曲 面 的 外 部 , 纪 线 当然 在 曲面 上 。 如 为 别 的 曲面 ， 必 须 保 证 绳 线 不 融 开 
典 耐 。 
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点 的 测 地 和 线 跟 在 这 点 和 测 地 线 有 共同 切线 的 所 有 曲线 比较 起 来 ， 
前 者 有 最 小 的 曲率 。 如 有 果 测 地 线 上 的 一 后 和 它 在 这 点 的 方向 为 已 
知 ， 那 么 测 地 和 线 的 整个 路 线 完 全 筱 决定 了 。 实 际 上 测 地 线 可 如 此 
得 出 : 把 一 根 下 而 富有 弹性 的 织 针 按 已 知 方 向 播 在 已 知 点 上, 然后 
将 它 弯 曲 , 使 它 贴 合 于 曲面 上 ,上 且 使 它 只 能 沿 曲 面 移动 。 这 样 ， 事 
针 凤 哇 渊 地 嫉 形 状 ， 因 为 帮 针 的 弹性 能 阻止 它 作 任何 别 种 形式 的 
弯曲 。 

最 让 的 线 也 可 以 用 几何 的 条 件 来 描写 : 在 昌 线 各 点 处 曲线 的 
密切 面 都 包含 曲面 的 法 线 。 假 如 这 条 件 已 适合 , 直观 上 容易 了 解 ， 
在 出线 上 二 依 点 的 切线 的 类 角 , 对 于 不 离开 曲面 的 所 有 曲线 来 襄 ， 
乃 是 最 小 的 。 但 这 正 符合 最 小 昌 率 的 条 件 。 测 地 线 这 一 名 称 的 来 
历 ， 不 古 因为 测 地 全 的 密切 面 有 如 此 特征 。 在 地 球 表 面 上 大 地 测 
量 中 打 最 短线 的 桩 子 , 就 是 利用 这 个 准则 的 。 

球面 的 测 地 嫉 就 是 大 图。 事实 上 ,大圆 平面 与 球面 交 于 直角 ， 
并 且 过 球面 上 任 一 点 在 任意 方 负 上 名 可 作 大 回 。 如 此 球面 的 所 有 
测 地 线 都 是 闭 曲 线 。 不 过 这 不 是 球面 独 有 的 特征 ， 此 外 还 有 大 量 
的 其 他 西 闭 昌 面 , 它们 的 济 地 绕 也 是 财 曲 线 中 。 

我 们 自然 会 联想 到 在 别 的 曲面 上 寻找 六 测 地 厂 的 问题 。 在 回 
转 曲 面 上 , 简单 得 很 ， 所 看 的 经 线 就 是 测 地 线 ， 因 为 经 线 平 面 通过 
旋转 丙 ， 故 而 同 曲 面 正 诡 。( 以 前 证 明 过 , 经 线 也 是 曲率 线 。) 由 此 
可 知 , 每 一 回转 于 曲面 有 一 单 参数 族 的 于 测 地 和 线 。 在 别 种 曲面 上 ， 
闭 调 地 线 只 是 红 立 的 曲线 ， 例 如 , 可 以 证 明 , 一 般 构 球 面 只 有 它 同 
三 个 对 称 平面 相交 所 成 的 赃 贺 地 是 闭 测 地 线 。 

另 一 方面 ， 在 每 一 是 天 曲面 上 至 少 有 三 条 了 闭 测 地 禾 。 这 个 定 
理 很 时 就 有 人 推测 出 来 , 不 过 直到 最 近 (1930 年 ) 方 为 柳 斯 捷 尔 尼 

@ 此 处 及 以 后 , 凡 说 到 并 测 地 厂 , 意思 是 设 曲 钱 回 到 出 发 点 以 前 , 没有 随 角 , 也 
不 自 交 。 
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克 (JL. A. JRcTepHEE 和 什 尼 列 利 曼 (J. 工 . IUDpeTpPam 证 实 . 
测 地 线 在 物理 学 上 蕉 为 重要 。 一 个 质点 在 一 定 曲 面 上 上 运动， 
如 不 受 外 力 影 响 ， 它 走 的 轨迹 斌 是 曲面 的 测 地 线 。 我 们 前 面 给 出 
的 每 个 测 地 线 的 定义 , 都 与 点 的 力学 定律 接近 。 比 如 , 作为 最 短 的 
线 的 定义 , 相当 于 力学 中 的 雅 可 比 原 理 。 作为 最 直 的 线 的 定义 , 出 
现在 高 斯 - 赫 斯 的 最 小 网 束 原理 中 。 密切 面 与 测 地 线 的 关系 在 第 
一 种 拉 格 朗 日 方程 中 起 作用 。 
测 地 和 线 同 焦 曲面 、 曲 率 线 的 理 葵 有 一 特殊 关系 。 我 们 从 前 讲 
一 昌 面 的 落 法 线 与 其 焦 曲 面相 切 。 因 而 仿 则 面 上 的 每 -一 点 对 
应 这 焦 曲 面 上 的 基 一 方向 ， 即 在 这 点 处 同 焦 曲 面相 切 的 原 了 幅面 基 
弱 的 方向 。 焉 像 主 方向 和 亲近 方 辐 的 情形 一 样 ， 仿 曲面 上 上 的 方向 
场 也 是 可 积 的 , 就 是 襄 ， 可 以 找 出 一 族 曲 线 , 使 在 每 一 点 处 上 其 有 有 给 
定 的 方向 。 这 个 曙 线 族 正 是 测 地 和 线 族 。 日 然 ， 这 些 测 地 线 | 的 切 写 
曲面 是 由 原 曲 面 的 法 线 产 生 的 。 但 此 处 ， 切 线 明 面 与 原由 面 的 交 
线 吉 是 后 者 的 昌 率 和 线 。 还 有 ， 每 叶 焦 由 夯 对 应 两 族 帆 灰 巷 之 一 
我 们 从 前 讲 过 ， 共 焦 二 阶 则 面 族 中 的 
en 可 以 解释 您 其 一 上 曲面 
的 二 悠 曲 面 。 这 一 事实 给 我 们 迫 供 了 在 一 
般 医 球面 上 寻找 所 有 油 地 级 的 一 和 方法 。 
图 230 设 及 是 和 给 定 的 椭 球 面 。 选 择 与 如 共 焦 点 的 


人 @ J. A, lroorepHnrx Hd. 1. lineibMan, ToIONOrHIECKHe MCTOAD B 
PAPHANHOHHPIX 3aNaATaAX, TPYAI KRICTHTYTa MATEMATHKN H MEXaHHKH TDH MI'Y, 
1930, Jepepa6oTaHHE086 H3X0 水 6918, 一 一 俄 译 者 注 。 

J. A. .Ji0cTeDHHK H J.T.1UaapeabMtaH, 了 工 OILOXTOTEVUeCRHO MeTORE B B3DH&HH- 
0HHEEX H HSXGDBHXIO 江 HH 天 K ANPECDEHHIANEION TOMCTPDH nOBCDXEOCTEEN, YCnexL 
MAaATEMATHICECKHY HAYE, T. 1 2015.1(17), 1947. 再 参 兴 和, OCTENIHIE, TDTDXDOTHE 
H BaAPHANIORHOS HOTEOACHAC, SCONEXK MATCNATHICCHHX HAYE, 7, 1 pi. 1(C11) 


1946, 一 一 俄 译 者 注 。 
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某 一 双 曲 面 互 。 马 和 克 的 公 切 线 决 定 五 上 的 一 个 方向 场 。 根 据 上 
面 的 定 吾 ， 这 场 的 所 有 积分 曲线 都 是 测 地 线 。 但 这 大 不 包罗 媚 上 
的 一 切 测 地 线 ， 光 为 通过 曲面 上 任 一 点 ， 在 任何 方向 上 都 有 测 地 
线 , 而 我 们 所 找 出 的 测 地 线 , 仅 是 在 确定 的 万 向 上 的 。 不 难 刻 划 在 
吾 上 如 此 找 出 的 测 地 萎 族 ; 因为 , 可 以 证 明 , 它们 是 上 所 有 那些 ， 
面 了 且 仅 仅 滥 些 与 妃 和 互 的 效 线 相 切 的 测 地 贱 (参看 图 230)。 它 们 
复 误 着 球面 的 情形 , 恰恰 辐 顶 贺 的 切线 复 益 平面 的 情形 一 样 。 媚 和 
妃 的 区 线 ( 须 便 褒 设 ， 它 是 五 的 曲率 线 ， 这 一 点 已 经 讲 过 了 )， 划分 
构 球 面 为 西部 分 。 一 部 分 没有 族 中 的 阵线 通过 ， 另 一 部 分 的 每 一 
点 处 此 有 族 中 的 二 则 杂 通过 。 

为 了 得 到 二 的 历 有 湖 地 秦 ， 只 须 使 双 曲 面 于 取 肖 为 及 所 决定 
的 葵 焦 系 的 所 有 单 呈 双 且 面 和 双 时 双 朋 面 。 这 里 还 应 芒 把 焦 双 曲 
线 看 作 是 双 则 面 的 极限 情形 ， 而 且 要 把 跟 伟 双 曲 线 相 交 的 所 有 直 
线 当 作 这 个 退化 昌 面 的 切 研 。 焦 双 曲 线 与 鼠 灾 于 四 个 脐 点 。 运 用 
极限 过 程 于 上 述 论 还 ， 可 知 轧 上 属于 焦 双 折线 的 测 地 线 族 是 由 通 
过 及 的 一 个 及 点 的 及 右 那 些 测 地 线 ， 而 且 仅 仅 是 那些 测 地 线 租 成 
的 DD。 共 次 ， 可 以 证 明 ， 省 过 一 个 脐 点 的 每 条 测 地 厂 必 定 通 过 这 点 
的 对 径 点 。 

在 球面 上 , 所 有 通过 已 知 点 书 的 测 地 线 也 必 通 过 另 一 定点 , 即 
已 的 对 径 点 。 通 过 椭 球 而 一 膀 点 的 测 地 线 也 有 类 似 的 性 质 。 此 外 
还 可 证 明 , 通过 椭 球 面 的 任何 基 他 定点 的 测 地 线 , 不 全 都 有 第 二 个 
公共 反 。 

我 们 不 禁 要 间 : 球面 是 不 是 所 有 通过 它 上 面 任意 一 定点 的 测 
地 线 必 通过 第 二 个 公共 点 的 唯一 的 昌 面 呢 ? 这 个 开题 迄今 削 未 解 
凑 。 


电 在 第 191 页 讲 的 绳 线 作 图 法 与 此 事 密切 相关 。 
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7. "一定 体 各 的 江 体 ， 以 球 的 表面 积 为 最 小 ; 一 定 表 面积 的 芯 


| 


这 两 个 性 质 ( 基 中 每 一 个 是 另 一 个 的 推荐 合 ), 唯一 地 决定 了 球 。 
这 个 问题 的 证 明 要 引 到 变 分 法 的 一 个 问题 上 去 ， 而 且 证 明 非 常 繁 
玉 。 不 过 , 自由 山 浮 着 的 肥 氏 泡 , 提供 最 简单 的 实 台 证 明 。 我 们 以 
前 在 谈 到 极 小 曲面 时 讲 过 , 肥皂 泡 由 于 表面 张力 的 作用 , 尽 可 能 将 
琢 面 积 收 糖 到 最 小 ; 因为 肥皂 泡 里 含有 一 定量 的 空气 , 由 此 可 知 ， 
肥 品 泡 在 一 定 容积 之 下 , 将 成 为 表面 积 最 小 的 曲面 。 由 观察 知道 ， 
目 由 杜 洋 的 肥 时 泡 恒 呈 球形 ， 如 果 泡 上 肥皂 液 所 受 的 轻微 的 重力 
影 啊 路 而 不 计 的 话 。 
& 在 所 有 一 定 表面 积 的 三 体 中 ， 以 球面 的 总 全) 在 均 曲率 为 
最 小 。 
曲面 上 一 点 的 平均 曲率 及 定义 为 在 这 点 的 二 主 曲 率 的 算术 在 
均值 : 


H = 二 (hb). 


在 这 个 公式 中 , 酉 较 点 的 二 主 曲 率 的 符号 须 取 成 相同 的 ; 鞍点 
上 的 , 须 取 成 相反 的 。 跟 高 斯 曲率 不 同 , 平均 曲率 一 般 地 因 曲 面 完 
曲 而 变 。 这 样 说 来 ， 平 均 曲 率 主 要 告诉 我 们 同 曲 面 安装 在 实 间 的 
方式 有 关 的 某 些 东西 。 

平均 曲率 概念 的 重要 性 在 极 小 曲面 中 已 经 见 过 了 。 按 极 小 曲 
面 的 定义 力 是 在 曲面 上 任意 一 点 处 二 主 曙 率 值 相 等 , 但 符号 相反 。 
换 句 话说, 极 小 曲面 的 平均 曲率 , 到 处 为 需 。 

为 了 求 得 曲面 的 总 平均 曲率 ， 可 如 下 进行 。 设 想 曲 面 有 一 定 
的 质量 , 质量 分 布 的 状况 是 , 在 每 一 点 的 密度 等 于 在 恋 点 的 平均 岗 
率 。 那 么 在 曲面 上 如 此 分 布 的 总 质量 就 中 做 曲面 的 总 平均 曲率 。 

要 决定 有 一 定 表面 积 叉 有 最 小 总 平均 曲 牵 的 于 曲面 这 个 于 
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题 ， 也 像 土 述 的 球 持 的 性 质 一 样 ， 要 涉及 变 分 法 上 的 问题 。 在 这 
里 , 还 是 -一 样 , 可 以 证 明 球 面 是 适合 所 给 条 件 的 孜 一 直面 。 

上 面 就 的 关于 球面 的 两 个 性 质 ， 可 从 山体 的 一 般 理 论 中 的 荣 
些 不 等 式 推导 出 来 。 我 们 重点 地 讲 讲 其 中 包含 的 原理 。 补 径 为 > 
的 球面 表面 积 为 S=4mr”, 体积 为 V =n ”要 得 到 相等 的 维 数 ， 


须 把 表面 积 的 立方 跟 体 积 的 平方 相 比 较 。 这 就 得 出 关系 式 

4 一 367rF， 
这 式 对 于 任何 什 径 的 球 者 成立。 由 于 在 所 有 的 表面 积 相 和 罕 的 曲面 
中 , 以 球 的 体积 为 起 大 , 所 以 对 于 所 有 别 的 曲面 , 应 有 

人 36 
设 必 为 曲面 的 总 焉 均 上 曲率 ,上 则 对 于 一 切 同 体 而 车, 可 以 证 明 下 面 两 
个 重要 不 等 式 : 


1. S52~3VM>0, 
9. M*—47S>0. 
在 第 二 公式 中 的 等 号 只 对 于 球面 成 立 。 这 就 是 说 ， 在 所 有 表面 积 
一 定 的 四 体 中 , 球面 , 且 只 有 球面 , 给 出 形 的 最 小 值 。 由 公式 1 和 2 
渔 去 好 , 得 到 前 面 的 连 系 表面 积 和 体积 的 不 等 式 。 并 且 容 易 看 出 ， 
等 号 仅仅 对 于 球面 成 立 。 上 面 的 其 证 原 是 对 于 凸 体 而 言 的 ， 其 实 
这 个 连 系 表面 积 和 体积 的 不 等 式 不 仅 对 于 四 体 成 芯 ， 对 于 不 是 到 
处 是 凸 的 立体 也 成 立 。 
9 球面 共有 常数 笠 均 由 于 
这 是 因为 球面 所 有 的 正 截 口 有 相同 的 曲率 宇 径 , 即 球 的 定 径 。 
但 球面 不 是 有 常数 平均 师 挛 的 唯 -- 蝎 面 。 例 如 任 一 极 小 曲面 ,在 
任意 点 处 的 平均 曲率 为 者， 因 之 也 是 常数 平均 曲 泰 曲面 。 如 同 球 
面 和 极 小 曲面 一 样 ， 任 何 共 他 澡 数 平均 上 曲率 曲面 均 可 借助 于 肥 昂 
泡 来 实现 。 假 定 在 空间 给 定 了 任 辣 闭 曲 缆 ， 以 这 曲线 为 边 牧 作 
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一 定 的 出面 ,然后 把 肥 是 膜 伸张 在 阴线 上 ， 冬 际 上 可 以 这 样 来 作 : 
把 一 根 竹子 的 上 部 的 边 帮 作成 所 需要 的 曲 黎 形状 ， 利 用 管子 砍 一 
个 肥 筷 泡 , 然后 密封 管 口 ,不 便 透 气 。 于 是 肥皂 膜 和 答 壁 内 部 将 形 
成 一 窗 闭 室 , 容 炎 一 定量 的 空气 ， 在 表 耐 张力 作用 之 下 , 肥 巨 腊 所 
取 的 形状 在 已 知 条 件 下 使 去 面 程 成 为 最 小 。 借 助 变 分 法 可 以 证 
明 ， 用 这 科 共 族人 作出 来 的 任 条 凡 诈 几 是 常数 平均 曲 牵 则 面 。 和 常数 
再 均 昌 雁 的 特定 值 取 决 于 管内 党 气 的 压强 〈 压 强 当 然 又 杰 取 决 于 
吹 大 管内 的 室 气 量 )。 特 别 地 , 当 密 并 室内 鸭 从 气压 强 等 于 外 界 购 
大 气压 强 时 , 我 们 又 回 到 极 小 曲面 的 情形 . 

从 上 面 的 例子 可 以 看 出 ， 肥 号 膜 能 供给 我 们 大 最 的 要 寻求 的 
曲面 。 不 过 所 有 这 些 昌 面 都 有 这 种 性 质 : 它们 会 在 空间 了 册 线 处 突 
然 中 断 ， 这 是 襄 ， 它 们 以 空间 由 线 为 边 根 。 那 么 路 发 让 这样 的 立 
题 : 除 球 外 有 没有 共 他 的 敲 无 边线 又 无 仁 何 别 的 尊 性 的 向 数 平 均 
曲率 有 曲面 呢 ? 可 以 证 明 , 答案 是 否定 的 , 因而 球面 是 被 我 们 的 附加 
条 件 唯 一 决定 的 曲面 。 这 个 事实 仍 可 借用 肥 电 泡 来 帮助 了 解 。 我 
们 已 经 知道 ， 疆 尝 在 空中 的 必 气 泡 总 是 呈 球 形 的 。 假 如 用 越 来 越 
小 的 昌 线 为 边线 产生 大 小 一 定 的 肥皂 泡 ， 那 么 可 以 想像 一 一 也 可 
以 借用 实验 证 实 一 一 过 和 继 曲 线 的 形状 对 于 肥 所 泡 形状 的 影响 将 越 
来 越 小 。 在 极限 情形 下 , 肥皂 泡 没 有 边 绿 , 因而 变 成 了 球形 也 。 


”容易 训 认 为 妈 电 汽 的 平均 曲率 随 哆 入 管内 空气 的 增加 耐 诈 天。 在 开始 的 时 
侯 , 平均 曲率 确实 从 极 小 酒 面 的 知人 开始 还 渐 增 大 ,但 如 果 我 们 用 力 吹 ( 假 定 吹 不 破 )， 
根据 正文 所 述 , 吧 皂 泡 将 近似 地 成 为 球形 , 共 企 径 章 湖 增 大 ,因此 全 径 的 倒数 的 平均 曲 
率 将 单调 减 小 , 趋 近 于 需 。 设 给 定 一 边缘 曲线 和 任 一 充分 小 的 数 c， 我 们 知道 , 至 少 应 
该 有 两 个 灿 在 已 答 曲 旨 上 ， 划 有 常数 平均 曲率 Cc 的 曲面 。 这 种 现 家 与 许多 其 他 变 分 
问题 显著 地 相抵 钥 ,在 这 些 辣 题 中 , 姑 在 已 给 曲 柳 上 的 极 值 曲面 只 能 得 出 一 个 。 假 如 
不 诗 平 均 曲 率 的 符号 ， 那么 我 们 还 可 得 出 另外 两 个 袁 在 同一 晶 克 上 ， 并 有 同一 常数 玫 
均 曲 率 的 曲面 。 这 些 曲 面 也 可 以 借助 吧 岂 泡 来 实现 , 此 时 要 从 另 一 边 去 吹 原 来 的 极 小 
曲面 。 
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10. 球面 具有 正和 负数 高 斯 由 挛 。 


通过 这 个 性 质 来 型 划 奈 面 ， 跟 通过 平均 曲率 来 列 如 球面 有 同 
样 的 情况 : 单 任 常数 高 斯 外 这 帮 不 硼 瞧 一 地 决定 球 耐 。 事 实 上 ,所 
有 由 部 分 球面 弯 遇 而 得 的 也 面 也 有 这 个 性 质 ， 因 为 高 斯 昌 率 经 旗 
曲 不 变 。 让 我 们 把 曲面 上 没有 边 委 也 没有 共 他 的 奇 性 这 个 条 件 也 
加 进来 ,然后 间 : 除 了 球面 之 外 ,有 没有 别 的 正常 数 高 斯 曲率 曲面 也 
适合 这 个 附加 条 件 ? 可 以 证 明 , 答案 是 否定 的 。 由 此 可 推出 , 整个 
的 球面 不 能 弯 昌 成 别 的 曲面 。 首 先 , 可 以 证 明 , 没有 奇 性 也 没有 边 
灶 曲 科 的 正常 数 高 斯 曲率 曲面 不 能 像 平 面 闭 样 伸展 到 无 券 远 ， 而 
必然 像 球面 那样 是 一 并 曲面 。 共 次 , 经 过 简单 的 计算 发 现 , 除了 球 
而 和 平面 之 外 ， 再 没有 两 个 主 出 琴 都 是 营 数 的 其 他 曲面 。 因 此 我 
们 只 须 考虑 两 个 主 则 这 都 是 变数 的 戎 曲面 ， 这 里 二 变数 的 乘积 应 
保持 不 变 , 即 等 于 已 给 定 的 常数 高 斯 曲率 的 值 。 在 这 样 的 曲面 上 ， 
至 少 应 该 有 一 个 正则 点 ， 在 这 点 上 的 一 个 主 曲 京 取得 最 大 值 。 然 
而 可 以 用 解析 方法 证 明 ， 在 正常 数 高 斯 曲面 上 没有 这 样 的 一 点 存 
在 。 换 句 痰 说, 在 正常 数 曲率 曲面 (球面 除外 ) 的 有 界 区 域 上 , 主 曲 
率 有 极 大 的 所 有 点 都 在 边 税 上 。 因 为 球面 没有 边 稳 ， 所 以 整个 的 
球面 不 能 读 曲 , 而 且 除了 球面 之 外 , 再 没有 别 的 无 奇 性 的 正常 数 高 
斯 曲率 于 曲面 了 。 

另 一 方面 ， 显 然 存在 可 弯曲 的 部 分 球面 。 于 是 发 生 这 样 的 则 
题 : 究竟 要 开 多 大 的 洞 , 剩 下 来 的 部 分 球面 才能 弯曲? 可 能 有 人 这 
样 想 , 这 个 洞 必须 大 到 一 定 程度 , 比方 设 , 有 全 个 球 那 么 大 。 但 是 ， 
可 以 证 明 , 这 种 想法 是 不 对 的 。 其 实 只 要 开 一 个 极 小 的 洞 , 无 其 多 
么 小 都 可 以 , 就 可 以 把 球面 弯曲 。 事 实 上 , 只 要 沿 大 圆 随便 开 一 个 
小 组 猎 也 就 是 够 了 。 不 过 , 要 是 只 挖 掉 一 个 或 几 个 孤立 点 , 能 不 能 
把 球面 弯 则 呢 。 现在 还 不 知道 。 

挖 过 小 洞 的 球面 就 可 以 把 它 弯 曲 这 种 事实 和 上 肥 电 泡 的 性 质问 
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有 一 种 特殊 的 过 系 。 这 是 根据 下 面容 易 用 解析 方法 证 明 的 事实 : 
设 丰 是 一 个 有 常数 平均 曲率 。 的 昌 面 ， 在 下 的 某 一 定 侧 的 族 法 缕 
上 作 与 曲面 的 距 褒 为 六 的 诸 点 。 这 些 点 作成 一 曲面 9, 可 以 证 明 ， 
G 不 是 常数 平均 曲率 曲面 , 而 是 有 常数 高 斯 曲率 4c? 的 曲面 。G 中 
做 鞭 距 离 志平 行 于 玉 的 曲面 。 如 果 有 是 球面 的 一 部 分 ， 则 @G 是 与 


下 同心 的 球面 的 一 部 分 。 有 反之 ,除非 了 是 球面 的 一 部 分 , G 就 不 能 
是 球面 的 一 部 分 。 因 为 可 以 证 明 ， 卫 的 法 名 也 是 G 在 对 应 点 处 的 
法 线 。 我 们 从 了 的 哪 一 侧 去 最 法 线 的 距离 , 并 不 是 可 以 任意 的 , 而 
是 有 一 定 的 规则 。 这 个 规则 容易 借助 肥 印 泡 来 给 出 明 确 的 叙述 ， 
假如 下 是 用 管子 吹 起 来 的 肥皂 泡 的 户 : 法 线 的 方向 必须 指向 密闭 
宝 的 内 部 。 

设想 有 一 个 补 径 为 二 的 球面 一 一 因而 共 平 均 曲 率 为 -一 在 


球面 上 有 一 小 闭 曲 炎 有 。 让 我 们 把 曲 辜 连续 变形 ， 使 变形 后 的 庄 
曲 嫉 不 在 球面 上 。 可 以 理解 , 只 要 变形 不 太 大 , 我 们 总 能 够 找到 以 
经 过 变形 的 曲线 为 边缘 且 有 常数 平均 曲 秦 “ 的 肥皂 泡 。 因 为 若 把 
肥 印 膜 伸张 于 原来 的 曲线 丸 之 上 , 歇 人 适量 的 空气 , 确 能 使 它 成 为 
有 笛 数 平均 曲率 。 的 曲面 。 其 所 以 可 能 ， 是 因为 原来 五 所 在 的 球 
面 就 是 这 样 的 曲面 ， 并 且 在 歇 ( 从 适当 的 一 侧 ) 肥 卸 泡 的 某 一 阶段 
中 ， 我 个 得 到 被 划分 出 来 的 两 部 分 球面 中 的 较 大 者 。 考 虑 到 过 
续 性 , 可 以 推 想 而 知 , 在 五 变形 的 过 程 中 , 适当 地 增加 管 尖 的 空气 ， 
能 人 够 保证 肥皂 泡 的 形状 一 一 原来 本 是 球形 的 一 一 起 连续 的 变化， 
同时 保持 平均 曲率 不 变 ; 但 是 变形 后 的 肥皂 泡 不 再 是 球形 的 , 因为 
由 于 我 们 的 作法 ， 变 形 后 的 诸 曲 线 不 在 球面 上 。 现 在 在 所 有 的 这 


些 肥 撮 泡 的 内 部 拨 距 离 元 作 一 些 平行 曲面 。 于 是 得 到 一 个 违 炉 曲 
面 族 , 并 且 , 根据 上 面 引证 的 定理 ,知道 它们 都 是 具有 常数 高 斯 曲 
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率 4cz 的 曲面 。 这 些 曲 面 当 中 第 一 个 是 中 径 为 二 的 球面 , 球面 上 


有 一 个 洞 ， 洞 的 边 籽 曲 缕 与 玉 相 似 而 且 在 空间 的 位 置 也 相似 。 族 
中 其 他 的 曲面 轰 过 连 和 纺 帝 昌都 可 以 变 到 第 一 个 。 但 是 它们 不 能 是 
球形 的 因为 我 们 已 多 讲 过 ， 否则 的 话 ， 那些 肥 拓 泡 本 身 也 将 是 球 
形 的 。 这 样 说 来 , 有 任意 一 个 小 洞 的 球面 的 确 是 能 够 弯曲 的 。 

一 个 有 边 各 的 或 无 边 黎 的 曲面 是 否 可 以 恋 曲 这 个 间 题 已 轻 在 
其 为 一 般 的 情况 下 研究 出 来 了 。 所 有 了 西 闭 曲 面 , 比如 构 球面 , 不 能 
弯曲 。 辐 样 , 任何 有 边 各 曲线 的 凸 曲面 也 不 能 杰 曲 , 如 果 在 每 一 边 
各 上 曲 嫉 的 所 有 点 处 有 同一 切面 的 话 。 环 面 (第 203 页 图 210) 的 古 
部 《有 两 条 边 烷 曲线) 就 是 一 例 。 

在 辆 闭 曲面 上 控 去 一 个 随便 多 么 小 的 洞 ， 曲 面 便 可 弯曲 。 但 
仅仅 除去 几 个 矣 立 点 或 切 开 , 曲面 是 否 能 够 弯曲 , 至 今 还 不 知道 。 

1 球面 由 一 个 译 参 数列 体 迁 动 族 变 到 自己 。 

使 球面 与 本 身 重合 的 刚体 运动 的 集合 显然 是 给 着 球 心 的 旋 
转 。 这 些 旋转 的 集合 实际 上 依赖 于 三 个 参数 。 因 为 决定 旋转 再 的 
位 置 需 要 两 个 参数 (旋转 轴 必 须 通 过 球 心 , 其 他 方面 却 是 任意 的 力 
决定 旋转 角 需 要 第 三 个 参数 。 参 数 的 个 数 还 可 根据 另 一 种 观点 得 
出 : 球面 上 任 一 点 显然 可 以 通过 属于 旋转 族 的 一 个 旋转 , 变 到 其 他 
一 点 ;同时 , 通过 球面 上 原来 的 点 的 任 一 方向 可 以 变 到 通过 象 点 的 
任 一 方向 。 这 两 个 条 件 唯 一 地 决定 我 们 族 中 的 一 个 变换 。 决 定 这 
个 变换 恰好 需要 三 个 参数 ; 因为 自由 选择 已 知 点 的 象 点 依赖 两 个 
参数 , 而 球面 上 通过 这 一 象 点 的 方向 租 成 曙 一 个 单 参 数 族 。 

第 二 种 计算 参数 的 方法 不 独 适用 于 球面 , 也 适用 于 平面 ; 因此 
和 平面 同 球面 一 样 , 有 一 个 三 参数 加 体 运动 族 。 田 一 方面 , 属于 这 类 
的 曲面 再 没有 别 的 了 , 因而 这 个 性 质 表 更 了 球面 和 平面 的 特征 。 

证 我 们 看 看 一 般 地 具有 刚体 运动 族 的 还 有 哪些 曲面 。 这 个 族 
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必须 是 双 参 数 或 单 参 数 族 。 共 有 恰 含 两 个 参数 的 运动 族 的 是 圆柱 
面 。 贺 杜 面 经 过 料 共 轴 作 任意 的 旋转 和 沿 轴 作 任 意 的 平移 能 够 变 
为 与 自己 重合 。 这 类 的 副 体 运动 群 作成 双 贿 数 族 ， 工 且 再 没有 别 
的 刚体 运动 能 把 圆柱 面 搬 到 与 自已 重合 的 了 。 这 一 类 的 运动 能 把 
柱 面 上 的 任 一 点 搬 到 柱 而 上 其 他 任 一 点 。 但 方向 可 不 能 任意 地 
搬 ， 因 为 产生 柱 面 的 任 一 母线 经 过 上 述 刚 体 运 动 永远 变换 成 另 一 
母线 。 

回转 曲面 可 作为 有 单 参 数 出 体 运 动 族 的 曲面 的 一 个 浇 显 的 全 
子 。 所 有 这 类 的 曲面 竹 过 悉 轴 的 旋转 能 变 回 到 自己 ， 而 且 只 有 图 
过 这 种 运动 示 回 到 自己 (不 算 球面 、 平 面 和 圆柱 面 )。 因 此 任 一 给 
定点 可 以 搬 到 同一 粹 图 的 任何 共 他 一 点 ， 而 且 只 要 给 出 一 点 的 位 
移 运动 就 完全 确定 了 。 

员 然 如 此 ， 回 转 曲 面 并 不 代表 低 部 的 有 单 参 数 刚体 运动 族 的 
曲面 。 事 实 上 ， 用 这 个 性 质 来 刻 划 的 曲面 包括 所 有 的 螺旋 面 。 这 
类 曲面 的 极限 情形 是 回转 曲面 或 柱 面 。 在 第 212 页 上 指出 过 ， 每 
一 螺旋 面 可 如 此 得 出 : 将 任 一 空间 曲线 以 一 定 直线 为 轴 作 匀速 旋 
转 , 同时 沿 此 直线 的 方向 作 匀 速 平移 。 从 这 个 定义 可 知 , 每 一 螺旋 
面 有 将 它 变 回 自己 的 单 参数 运动 族 ， 即 能 够 从 空间 曲线 产生 曲面 
的 那 一 运动 族 。 今 角速度 等 于 零 或 平移 速度 等 于 零 便 分 别 得 到 上 
述 极限 情形 。 第 一 种 情形 螺旋 运动 变 为 平移 ， 空 间 遇 线 扫 过 一 柱 
面 ;第 二 种 情形 得 出 旋转 , 空间 曲线 扫 过 一 回转 曲面 2。 

除 极限 情形 外 , 母线 上 任 一 点 描 给 一 螺旋 线 。 由 此 可 见 , 螺旋 
面 的 单 参 数 运动 族 把 螺旋 面 上 每 一 点 搬 到 其 相当 的 螺旋 线 上 任 一 
点 。 在 极限 情况 下 , 螺旋 线 浸 化 为 柱 面 的 母线 或 回转 曲面 的 稼 图 ， 

中 ”螺旋 面 是 有 单 参数 刚体 运动 群 的 唯一 曲面 , 这 是 由 于 将 曲面 搬 到 本 身 的 刚体 


运动 作成 一 群 。 可 是 有 定 轴 和 定 螺 距 的 螺旋 运动 粗 成 最 一 般 的 单 参 数 空间 运动 群 , 如 
打 糙 轴 的 旋转 和 沿 辑 的 平移 仍 讽 为 极限 情形 的 话 。 
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§ 33.， 保 持 曲 面 不 变 的 谊 曲 

球面 的 第 十 一 个 性 质 引 起 我 们 提出 这 样 的 问题 ， 爸 过 刚体 运 
动 变换 到 本 身 的 , 究 费 都 有 哪些 曲面 ?现在 把 这 个 于 题 一 般 化 ; 考 
嵌 轻 过 某 一 弯曲 变换 色 本 身 的 曲面 。 假 定 我 们 有 这 样 一 个 曲面 的 
模型 , 并 有 一 块 容易 弯曲 但 不 能 伸缩 的 铀 箔 片 , 把 它 做 成 能 点 合 在 
模型 某 处 的 形状 。 那 么 一 定 能 够 用 某 种 适当 的 方式 沿 模型 推动 条 
片 ,使 它 始 效 巾 合 在 曲面 上 而 不 被 撕 破 ,虽然 它 的 形状 可 以 改变 。 

尽管 曲面 经 刚体 运动 变 到 本 身 的 可 能 性 要 侠 舍 曲面 安装 在 安 
各 的 方式 , 但 曲面 是 否 可 能 经 弯曲 变 到 本 身 则 属于 内 在 性 质 , 它 不 
因 曲 面 的 弯曲 而 消失 或 显现 。 

由 于 刚体 运动 是 弯曲 的 特殊 情况 ， 因 此 我 们 所 要 研究 的 曲面 
类 必然 包括 上 一 区 列举 出 来 的 曲面 。 现 在 指出 ， 上 一 节 所 列举 的 
曲面 以 及 从 这 些 曲面 经 弯 曲 而 产生 的 曲面 是 能 够 经 弯曲 变 到 本 身 
的 最 一 般 的 曲面 。 换 句 话 说 ， 间 题 一 般 化 了 之 后 实质 上 没有 得 到 
什么 新 曲面 。 不 过 前 面 所 建立 的 各 种 曲面 类 型 现在 有 了 另外 的 音 
义 。 上 比方 说 ， 显 然 我 们 应 该 把 柱 面 看 作 同 平面 本 质 上 是 没有 区 别 
的 ， 因 为 每 一 柱 面 释 过 旗 曲 都 可 产生 平面 。 同 样 螺旋 面 的 第 二 种 
极限 情形 一 一 回转 曲面 ， 也 失掉 它 的 特殊 性 。 内 为 任意 螺旋 面 的 
一 部 分 永远 能 够 弯曲 成 为 回转 曲面 的 一 部 分 ， 这 只 要 把 螺旋 面 杰 
曲 使 得 曲面 上 的 螺旋 线 之 一 变 为 圆 即 可 办 到 。 当 然 由 于 螺旋 线 是 
无 限 长 的 ， 它 必须 线 曲 面 无 穷 多 次 。 此 时 其 他 的 螺旋 缕 自 然 也 都 
变 成 了 图 , 并 有 这 些 加 有 同一 的 轴 , 因而 所 得 的 曲面 确实 是 一 回转 
曲面 ， 它 的 绰 较 系 原 曲面 上 螺旋 线 的 象 。 为 了 证 实 这 句 话 ， 我 们 
举 -- 个 在 第 9312 页 讲 过 的 例子 : 正 螺 旋 面 可 以 事 在 悬 链 面 上 。 

撤 开 解 析 的 证 明 不 谈 ， 从 直观 上 着 不 难说 明 为 什么 所 有 上 有 具有 
昔 参 数 弯曲 族 的 昌 而 能 够 转变 成 螺旋 面 和 回转 曲面 ， 为 什么 螺旋 
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和 线 和 和 综 圆 相互 对 应 。 

直观 的 说 法 如 下 。 通 过 具有 单 参数 栾 曲 族 的 一 曲面 上 的 每 一 
”点 必 有 一 地 缕 ， 它 代表 已 知 点 在 族 中 所 有 的 弯曲 下 的 所 有 象 点 的 
集合 。 因 此 曲面 被 经 过 上 述 弯 曲 能 变 成 自身 的 一 族 曲 线 简 单 而 无 
罕 隙 地 盖 满 。 车 从 族 中 任 选 二 曲线 ， 则 在 一 条 曲线 上 的 所 有 点 必 
“网 另 一 曲 缠 有 相等 的 (最 ) 短 程 距 ， 因 为 短程 距 低 弯曲 不 变 。 由 此 
_ 可知， 与 族 中 的 一 条 曲线 正 交 的 每 一 测 地 和 线 也 必 与 族 中 的 其 他 曲 
线 正 交 ， 因 为 从 曲面 上 一 点 沿 昌 面 到 曲面 上 一 曲线 的 最 短 距离 为 
通过 这 点 并 与 曲 厂 正 交 的 测 地 线 。 这 样 说 来 ， 在 所 考虑 的 曲面 上 
必 有 一 个 正 交 曲线 网 , 其 中 一 族 遇 线 征 方才 讲 过 的 , 必 一 一 族 是 由 测 
地 线 粗 成 的 。 另 外 , 沿 着 第 一 族 的 每 条 曲线 高 斯 曲率 必 为 常数 , 因 
为 曲线 上 任 一 点 交 弯 曲 能 够 移 到 同一 曲线 上 的 其 他 任 一 点 ， 但 弯 
曲 是 保持 高 斯 曲率 不 变 的 。 因 此 要 想 描写 在 我 们 整个 曲面 上 的 高 
斯 曲率 值 分 布 的 情况 ， 只 要 把 这 曲率 沿 第 二 族 的 一 条 测 地 线 表 为 
弧 长 的 丙 数 。 

但 是 容易 作出 高 斯 由 率 为 经 线 弧 长 的 已 知 范 数 的 一 些 回 转 则 
面 。 由 于 回转 曲面 的 纸 炎 是 跟 粮 圆 正 交 的 测 地 和 线 , 那么 可 以 理解 ， 
也 不 难 通过 计算 证 实 ， 所 研究 的 已 给 曲面 经 过 弯曲 可 变 成 所 有 的 
那些 回转 出 面 ， 而 且 在 出 而 上 所 作 的 正 交 前 刹 网 此 时 江 为 如 入 和 
粮 图 网 。 

在 螺旋 面 上 , 螺旋 线 显 然 和 回转 曲面 的 缂 图 有 相同 的 性 质 : 每 
一 螺旋 线 是 在 曲面 到 本 身 的 保 长 (等 距 ) 变 换 之 下 一 点 的 轨迹 。 因 
此 , 如 果 螺 旋 面 和 回转 曲面 能 够 经 过 弯曲 相互 转变 , 那么 螺旋 线 和 
入 图 相 五 对 应 。 

计算 表明 ， 任 一 螺旋 面 可 以 驾 过 弯曲 而 产生 一 个 双 参 数 螺旋 
面 族 和 一 个 单 参数 回转 曲面 族 。 z 

现在 考虑 在 含 两 个 或 两 个 以 上 参数 的 弯曲 族 之 下 不 变 的 此 
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面 。 弯 曲 族 至 少 有 两 个 参数 ， 意 味 着 曲面 上 任 一 点 可 迁 到 曲面 上 
的 任意 邻 点 。 由 此 得 知 这 样 的 则 面 ， 共 高 斯 曲率 必 为 常数 。 因 为 
所 有 的 正常 数 高 斯 曲率 曲面 (假定 只 考虑 曲面 的 充分 小 的 一 部 分 ) 
都 可 以 摊 在 球面 上 (第 207 页 ), 所 以 必然 象 球面 一 样 , 它们 在 一 个 
含 三 个 参数 (而 不 是 只 含 两 个 参数 ) 的 咨 曲 族 之 下 不 变 。 同 样 的 话 
对 于 高 斯 曲率 为 霉 的 曲面 也 成 立 , 因为 这 类 曲面 可 以 摊 在 平面 上 。 
用 解析 方法 可 以 证 明 , 负 常 数 高 斯 曲面 也 具有 三 参数 弯曲 族 。 

由 以 上 所 述 ， 可 知 一 切 常数 高 斯 曲率 曲面 都 与 平面 有 共同 的 
重要 的 内 在 性 质 。 这 一 点 以 后 还 要 详 罗 研究 。 我 们 也 可 以 这 样 建 
立 平 面 儿 何 学 ， 使 它 的 基础 和 最 一 般 的 命题 ,不 仅 对 于 平面 成 立 ， 
对 于 所 有 的 常数 曲率 曲面 也 成 立 。 而 平面 同 正 和 和 负 常 数 高 斯 曲率 
幅面 的 区 别 上 只 有 在 后 面 的 推演 过 程 中 才 出 现 ， 在 那里 几何 学 分 为 
欧 氏 几何 学 和 两 种 “ 非 欧 ”几何 学 。 
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弯曲 曲面 上 的 测 地 厂 应 该 看 作 平 面 上 的 直 生 的 类 似 。 现 在 我 
们 过 为 普 致 地 探讨 像 这 样 的 类 似 关 系 。 平面 几何 里 最 简单 的 作 图 
建立 在 引 直线 、 迁 移 米 段 和 和 角 的 基础 上 。 但 是 如 果 把 这 三 种 作 图 
法 机 到 谊 曲 曲面 上 , 一 开始 就 磁 到 一 个 原则 上 的 分 战 : 在 平面 作 图 
中 使 用 整个 的 平面 , 但 在 弯曲 曲面 中 我 们 总 考虑 一 小 片区 域 , 以 符 
合 微分 几何 学 的 观点 。 因 此 在 这 种 作 久 中， 必须 限制 作 图 的 范围 
不 得 超出 小 片区 域 的 按 糙 ， 这 跟 只 容 首 展 于 在 一 少 全 了 面 区 怠 
作 图 相 类 似 。 

在 弯曲 曲面 的 一 片 充 分 小 的 区 域内 ， 通 过 离 边 烷 不 太 近 的 两 
点 恰恰 可 引 一 条 测 地 效 ， 这 同 在 平面 上 任何 区 域内 通过 离 边 类 不 


太 近 的 两 点 恰恰 可 引 一 条 直 嫉 相 类 似 。2 


@ 除了 边 栎 处 处 朝 外 同 的 区 域外 ， 巡 接 充分 党 近 边 称 的 两 点 的 焰 段 可 能 有 一 
部 分 出 界 。 
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迁移 任 一 小 片 杰 曲 昌 面 上 以 二 测 地 线 为 边 的 角 ， 其 方式 与 迁 
移 一 平面 上 在 任 一 区 域内 以 二 直线 为 边 的 角 相 类 似 。 

迁移 一 定 长 的 测 地 线段 和 在 平面 上 迁移 一 定 长 的 直 和 线段， 全 
照相 同 的 规则 。 

尽管 如 上 所 述 , 可 是 即使 由 这 三 种 运算 (连接 两 点 .迁移 线段 和 
角 ) 构 成 的 最 简单 的 作 图 , 例如 作 合同 三 角形 , 并 不 一 定 保持 类 似 、 
所 请 二 平面 三 角形 合同 , 是 说 二 三 角形 的 顶点 可 如 此 配对 , 使 对 应 
边 分 别 相等 ， 对 应 角 也 分 别 相等 。 这 个 概念 显然 可 移 用 于 弯曲 昌 
面 片 的 短程 ( 测 地 ) 三 角形 。 恨 定 在 平面 区 域 上 给 定 了 一 三 角形 
AoBoCo 和 一 点 4。 取 二 点 B,C, 合 4AB= AoBo, AC= A0o0o0, LBAC 
二 人 Boho0o, 那么 按 三 角形 合同 公理 ， 三 角形 4BC 将 合同 于 三 角 
形 4oBoCo。 在 这 里 还 应 该 假定 4 点 离 区 域 的 边 燥 足够 远 ,以 保证 
在 区 域内 作 图 有 效 。 

然而 , 假如 把 上 面 的 作 图 法 用 于 弯曲 曲面 上 ， 一 般 地 讲 ， 测 地 
弧 长 BC 就 不 等 于 测 地 弧 长 BoCo, 因而 三 角形 4BC 就 不 合同 于 三 
角形 4,BoCo。 

不 过 也 有 三 角形 合同 公理 能 够 用 于 测 地 作 图 的 情况 ， 即 曲面 
是 常数 高 斯 坦率 曲面 。 此 时 我 们 可 以 把 曲面 片 如 此 弯曲 ,使 4 与 4 
重合 , 角 Bo4oco 的 二 测 地 线 边 与 角 BAC 的 分 别 重合 呈 。 由 于 长 谋 
和 和 角 烃 弯 般 不 变 , 所 以 三 角形 4oBoCu 与 三 角 形 4BC 合同 。 

平面 几何 作 图 的 公理 分 析 表 明 ， 所 有 关于 图 形 的 合同 定理 都 
是 上 述 合 同 公理 的 晃 辑 业 论 。 因 此 要 是 只 就 本 节 开 头 所 讲 的 几 种 
作 图 而 葵 ， 则 常数 曲率 曲面 上 的 几何 学 与 平面 片 的 几何 学 完全 类 
似 ， : 


@ 这 不 是 总 可 以 起 过 圳 种 变换 做 到 的 ,不论 在 曲面 上 或 平面 上 都 是 如 此 。 我 间 
知道 ， 平面 上 图 形 的 合同 变换 包括 反射 。 对 于 有 不 等 子 零 的 常数 曲率 的 曲面 ， 也 有 和 
反射 相当 的 等 距 ( 保 长 ) 哑 射 (参看 第 256 页 脚注 )。 
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为 了 证 明 三 角形 合同 公理 对 于 任何 常数 曲率 曲面 都 成 立 ， 我 
们 利用 了 这 类 了 昌 面 的 三 参数 弯曲 群 ， 但 是 它们 之 团 的 还 辑 关 系 也 
可 以 倒转 。 如 果 三 角形 合同 公理 对 于 已 给 曲面 的 短程 三 角形 成 
立 ， 则 由 比 可 以 推出 这 个 曲面 具有 含 三 个 参数 的 等 距 ( 保 长 ) 喘 射 
族 , 因此 它 的 高 斯 曲率 应 蔷 等 于 常数 。 为 了 证 明 这 句 话 , 可 如 下 进 
行 : 首先 , 根据 上 述 三 角形 的 作 图 ， 对 充分 小 的 短程 三 角形 总 可 以 
作 o03 个 与 之 合同 的 三 角形 。 但 如 一 三 角形 为 已 知 ， 则 在 曲面 上 
的 一 切 度量 部 可 以 由 迁移 线段 和 角 以 及 重复 应 用 三 角形 合同 公理 
来 决定 ， 这 与 大 地 测量 所 遵循 的 原则 一 致 。 因 此 对 于 基础 三 角形 
的 任何 合同 迁移 , 都 对 应 着 曲面 片 的 某 一 个 保 长 映射 。 

这 样 ， 我 们 证 明了 常数 高 斯 曲率 曲面 是 三 角形 合同 公理 适用 
于 短程 三 角形 的 仅 有 的 曲面 。 

要 想 更 进一步 探求 常数 高 斯 曲率 曲面 与 平面 的 类 似 关 系 ， 我 
们 试 解 除 局 限于 曲面 一 小 部 分 的 规定 。 先 从 正常 数 高 斯 曲率 曲面 
开始 。 这 种 曲面 最 明显 的 例子 是 球面 。 但 是 ， 假 如 把 整个 的 球面 
作为 若 虑 的 对 象 , 则 将 在 决定 性 的 一 点 上 破坏 同 平面 的 类 似 关 系 。 
我 们 讲 过 球面 的 测 地 线 是 大 圆 ; 但 通过 球面 上 对 径 两 点 有 无 穷 多 
的 大 图, 而 通过 平面 上 两 点 只 能 作 一 直线 。 其 次 , 平面 上 二 直线 最 
多 交 于 一 点 ,球面 上 二 大 圆 交 于 二 对 径 点 。 虽 然 如 此 , 除了 球面 之 
外 ， 再 没有 其 他 的 正常 数 曲率 曲面 可 以 
看 作 硅 曾 的 类 似 。 这 即使 只 要 记得 所 有 
的 其他 正常 数 曲率 曲面 都 有 边缘 或 者 有 
奇 点 (参看 第 229 页 ) 就 能 明白 了 。 | 

不 过 ， 有 一 个 很 简单 的 抽象 化 的 办 
法 ， 能 够 消除 球面 上 这 种 妹 厌 的 现象 。 
我 们 只 考虑 中 个 球面 ， 把 边界 大 圆 上 的 
每 对 对 径 点 看 作 一 点 。 还 有 ， 如 果 球 面 图 281 
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上 的 图 形 含有 越 出 边界 大 图 之 外 的 点 ， 这 些 点 就 拿 它 们 的 对 径 点 
来 代替 。 这 样 ， 后 面 所 谣 的 点 在 所 考虑 的 补 球面 上 (图 231)。 

用 这 种 方法 就 得 到 合乎 所 有 要 求 的 点 组 。 第 一 ， 任 一 充分 小 
的 区 域 都 可 以 等 距 地 映 成 球面 的 一 部 分 。 第 二 ， 迁 移 长 度 和 以 测 
地 线 连 接 二 点 , 不 受 边界 存在 的 限制 。 第 三 , 过 二 不 同 点 可 过 一 条 
且 仅 一 条 测 地 线 , 而 且 没 有 两 条 以 上 的 测 地 和 线 交 于 一 个 以 上 的 点 。 
最 后 这 两 个 断 语 力 由 于 在 我 们 的 区 域内 每 对 对 径 点 被 看 作 一 个 点 
所 致 。 

我 们 的 曲面 称 为 酉 圆 平面 的 模型 ， 平 面 儿 何 的 适合 于 这 个 模 
型 的 类 似 称 为 桶 图 几何 。 

如 果 从 整个 球面 出 发 , 并 把 球面 的 每 对 对 径 点 当 作 一 点 , 显然 
可 以 得 到 椭圆 几 何 的 第 二 个 模型 。 

现在 来 研究 丹 贺 几何 学 。 把 大 圆 当 作 直 和 线 ， 大 圆 引 当 作 直 粳 
段 ( 或 简称 线段 )。 这 样 一 来 ， 梯 图 几何 和 普通 欧 氏 几何 有 两 个 显 
著 的 差别 。 第 一 , 椭 图 几何 的 直 黎 是 并 曲 稳 , 普通 欧 氏 几何 的 直 粮 
无 限 长。 第 二 , 两 条 椭圆 直线 永远 交 于 一 点 , 但 对 每 条 欧 氏 直线 总 
有 同 它 不 相交 的 平行 线 。 

如 要 全 面 考 察 椭 图 几何 与 欧 氏 几何 的 相互 关系 ， 只 须 从 欧 氏 
平面 几何 公理 出 发 ， 刊 断 每 条 公理 是 否 适 合 柱 图 几何 ; 如 不 适合 ， 
振 看 看 究 葛 应 该 如 何 修改 。 从 前 我 们 提 过 车 合 公理 (第 119 页 ) 和 
连续 公理 (第 131 一 132 页 )。 欧 氏 平 面 几何 可 以 用 五 组 公理 建立 
起 来 ; 它们 是 车 合 公理 .次 序 公理 、 合 同 公 理 、 平 行 公理 和 连 米 公 
理 。 每 一 组 公理 都 要 以 几 个 基本 概念 为 基础 。 例 如 车 合 公理 要 以 
焉 、 下 和 缆 和 焙 合 关系 等 概念 为 基础 。 可 是 某 些 概念 又 只 能 通过 某 
些 公理 来 表达 。 例 如 线段 的 概念 .射线 的 概念 , 须 通 过 次 序 公理 来 
表达 。 和 线段 的 概念 又 转 而 构成 合同 公理 的 基础 。 这 样 说 来 ,合同 
公理 的 表达 须 以 某 儿 个 次 序 公理 为 前 提 。 正面 我 们 列 出 欣 氏 平面 
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几何 的 五 租 公 理 。9 


I 
1. 过 两 点 惟 可 作 一 直线 2. 每 一 直线 至 少 含有 两 点 。8. 至 少 


二 


IN 1 坟 计 人 加 
1 在 一 直线 上 的 二 有 点 在 其 余 二 点 之 间 。2. 对 于 


二 
和 
量 


有 了 灰 序 公理 就 能 月 来 1 守 定 < 辣 民 >“ 角 ”“ 直 糖 上 -点 的 基 
一 侧 “射线 (中 和 线 ) 和 平面 上 一 射线 的 某 一 侧 。 
至 合同 公理 
l. 在 这 和 


刘 


学 


3. 者 4 和 二 合同 纺 隐 生 C 和 好 分 别 在 4B 和 a 
上 上; 若 C 划 分 AB 所 成 二 红 耻 之 一 与 0 分 A'B' We 炎 段 之 


[ 
和 

| 

和 


sg 


IVY. 平行 公理 
通过 一 已 知 商 嫌 < 人 一 点 ,有 一 生 仅 训 一 下 禄 , 同 。 不 相交 。 
Y， 闪 二 公理 


连 绪 公理 的 表达 方式 可 有 好 多 种 。 但 无 花 哪 一 种 ， 其 内 容 大 
致 不 外 : 


QD 参看 了 . 希 尔 怕 特 的 “几何 基础 允 第 七 版 , 柏林 , 1930)。 
(此 书 有 江 漳 涵 等 人 的 中 译本 ， 
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1. ( 阿 基 米 德 公理 ， 参 看 第 131 页 .) 任 一 线段 能 用 任 一 其 他 


列 是 指 一 线 妥 序列 ， 每 一 线段 包含 所 有 后 面 的 硅 段 ) 恒 有 一 公共 
点 。 

在 醒 阅 几何 里 , 糙 合 公理 显然 有 效 , 但 其 序 公理 就 不 然 了 。 因 
为 在 短 圆 儿 何 里 直 纯 是 并 曲 稳 ( 好 像 圆 一样 )， 我 们 不 能 讼 当 三 点 
在 一 直线 上 时 , 恰 有 一 点 在 共 他 二 点 之 二。 不 过 在 梯 加 几何 里 , 可 
以 用 四 点 的 分 离 关系 来 代替 三 点 的 “在 …… 之 
问 ”的 关系 。 分 离 关系 所 服从 的 一 租 公理 ， 与 
六 序 公理 十 分 相像 。 我 们 只 提 其 中 的 第 一 个 


和 


4, B,C,D 四 点 ， 分 成 两 对 互相 隔 开 的 点 偶 4C 
图 2 和 BD.,) 

与 欧 氏 几何 的 欢 序 公理 相仿 ， 梢 风 见 何 的 分 离 公 理 也 引出 站 
线段 的 定义 和 用 于 合同 公理 的 其 他 概念 。 但 是 必须 从 这 样 的 事实 
出 发 : 两 点 4, B 永 远 决 定 二 线段 , 而 非 一 线段 , 就 像 一 图 被 它 上 面 
二 点 分 为 两 段 弦 一样。 只 有 在 直线 4B 上 引信 第 三 点 C， 才 能 区 
别 开 由 4, 8 决定 的 二 嫉 段 。 一 黎 段 由 这 样 的 所 有 点 租 成 , 它们 和 
0 被 4, BB 两 点 分 开 , 其 余 一 段 由 直线 4B 上 其 余 点 和 粗 成 。 再 有 ， 
三 角形 的 任 一 内 角 不 能 大 于 一 平角 , 不然 的 疾 , 以 二 边 及 其 夹 角 决 
定 的 三 角形 不 是 一 个 三 角形 ， 而 是 两 个 不 合同 的 三 角形 (图 233)， 
因而 和 三 角形 合同 公理 相 矛 秆 。 如 乐 上 述 那 些 限制 都 考虑 到 了 ， 
可 以 证 明 ( 这 正 是 我 们 的 出 发 点 )， 充 分 小 的 棋 贺 平面 区 域 确 实 问 
部 分 欧 氏 平面 类 似 , 而 欧 氏 合同 公理 和 连续 公理 , 在 椭圆 平面 上 使 
然 成 江 。 

另 一 方面 , 平行 公理 不 成 立 , 必须 代 之 以 在 第 119 页 讲 的 投影 
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下 面 的 结合 公理 : 二 站 和 线 有 一 且 仅 有 一 安 点 。 

对 于 次 友 关 未 ， 椭 图 平面 和 投影 平面 的 情形 相同 。 为 了 贿 明 
这 点 ， 我 们 取 整 个 球面 -一 
作为 椭 图 和 平面 的 模型 ， 二 一 一 一 一 


但 球面 的 每 对 对 律 点 当 ”人 、 到 三 三/ 

作 一 点 看 。 将 球面 从 球 6 王子 
心 投射 到 平面 上 ， 则 在 《 二 = 

面 上 的 每 一 点 对 应 球面 == 
上 的 一 对 对 径 点 ， 即 对 图 233 


应 椭 图 平 画 上 的 一 点 。 对 于 球面 上 的 每 一 大 图 ， 即 对 于 椭 辜 平面 
上 的 每 一 次 黎 ， 对 应 象 平面 上 的 一 下 线 。 如 果 把 象 下 面 上 的 无 穷 
远 直 和 线 也 加 进来 ; 澳 句 话 襄 , 即 把 象 平面 看 作 投影 平面 , 那么 对 应 
关系 成 为 一 对 一 的 。 

根据 这 些 , 我 们 可 以 把 投影 平面 下 接 看 作 梯 加 平面 的 模型 , 假 
如 在 这 个 模型 上 长 度 和 角 的 相等 性 不 解释 作 欧 外 的 意义 ， 而 是 其 
有 像 上 面 所 说 过 的 意义 , 吧 利 用 辅助 球 的 球面 三 角 学 。 由 此 可 哆 ， 
所 有 关于 交点 的 投影 几何 定理 ,如 德 沙 格 定理 . 巴 斯 加 定理 , 在 椭 
加 刀 何 中 仍旧 有 效 。 

现在 考虑 椭 回 斑 面 的 等 距 喘 射 。 如 同 欧 乓 于 面 的 情形 ， 可 以 
研究 不 迷 转 的 映射 群 。 每 一 个 这 样 的 群 ， 对 应 球面 上 一 个 不 连 各 
的 等 路 映射 群 , 因而 对 应 在 $ 13 和 14 讲 过 的 一 个 正 多 面体 。 反 
之 ， 和 乌 一 正 多 面体 引 沁 丹 图 于 面 上 一 个 不 束 轩 对称 人 性， 图 160 到 
163 和 图 165 到 168 表示 的 正 多 面体 的 中 心 投影 ， 提 供 了 在 第 83 
页 上 讲 过 的 欧 氏 平面 上 和 那些 心 有 关 的 “ 拼 砖 " 半 题 的 一 些 解 。 

梢 图 用 何不 仅 训 以 定义 在 平面 上 ， 也 可 以 定义 在 窑 罚 里 。 业 
图 空间 的 点 .直线 和 平面 的 模型 可 以 利用 有 点 .直线 和 平面 的 投身 
空间 。 长 度 和 角 的 比较 方法 也 必须 不 同 于 欧 氏 几何 的 ; 这 只 能 用 
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解析 的 术 话 来 描写 。 例 如 用 四 维 空 间 的 超 球 的 中 心 投影 。 椭 加 安 
同 的 不 这 模 对 称 群 和 四 难 宝 癌 的 正 朋 腔 有 关 ， 图 173 到 76 可 以 
解释 为 燃 贺 室 阅 的 “ 拼 福 ”。 


$ 35， 双 曲 几 何 学 , 及 其 与 机 图 几何 学 和 
欧 氏 几何 学 的 关系 
现在 转 而 时 葵 负 常数 曲率 的 曲面 。 这 种 曲面 不 能 有 像 球 面 那 
样 简单 的 形状 。 负 常数 曲率 的 回转 曲面 可 以 有 三 种 不 同 的 形状 ， 
如 图 234 所 示 。 注 意 这 三 种 曲面 都 有 人 奋 性 边缘 ， 边 结 之 外 不 能 继 
独 延 伸 ,2 直到 现在 还 未 能 对 负 常 数 曲率 曲面 集合 给 出 明晰 的 描 
述 , 但 是 可 以 证 明 这 一 类 的 曲面 不 可 能 没有 奇 性 。 


图 234a 图 234b 图 234c 


这 样 襄 来 ,没有 一 种 空间 曲面 , 它 能 够 在 每 一 点 邻近 都 等 距 地 
瑞 到 负 人 常数 曲 率 曲 面 上 ， 而 且 在 它 上 面 作 的 测 地 和 线 弧 是 永远 磁 不 
到 边缘 的 。 不 过 在 平面 上 我 们 能够 用 如 同 由 投影 平面 作 燃 图 平面 
的 模型 的 方法 ， 来 造 出 这 样 抽象 定义 的 曲面 的 模型 。 在 造 新 模型 
时 , 我 们 必须 引进 不 但 与 欧 氏 几何 不 同 , 也 与 本 图 几何 不 同 的 距离 
和 角 的 度量 。 这 种 适合 我 们 要 求 的 模型 叫做 双 曲 平面 , 而 在 这 种 


@ 在 图 234 中 仅仅 下 边 的 边缘 是 奇 性 的 。 这 曲面 可 向 上 无 限 延伸 ， 间 时 入 辕 
将 越 来 越 小 。 
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曲面 上 的 几何 学 叫做 双 昌 儿 何 学。 
我 们 拿 普通 平面 上 一 全 国内 的 点 当 作 双 则 平面 上 的 点 ， 贺 的 
下 (不 算 中 点 ) 当 作 到 井下 而 上 的 直入 


这 两 个 定义 足够 给 我 们 使 用 了 ， 因 为 任意 一 片 有 负 第 数 曲 牵 
一 蕊 的 耻 面 下 可 以 号 射 到 图 由 再 面 域 @G 上， 使 得 尺 的 所 有 测 地 线 


映射 到 GG 的 下 线段 上 E。 这 种 映射 当然 不 是 等 中 的 ， 因 为 8G 的 曲 玲 
是 零 ， 而 下 的 曲率 是 负 的 。 设 4, B( 图 23) 是 FF 上 PP; 到 两 点 的 陕 
象 , 已 S 是 过 4, 吾 的 站 的 端点 ,那么 忆 人 两 点 的 短程 下部 由 下 
式 给 出 : 

C | 4 3 | 


9 mn BRAS (1) 


我 们 就 用 (1) 式 的 右边 作为 新 横 
型 上 页 点 4, BB 的 “ 双 册 环 离 ”的 定义 。 
同样 ， 映 射 了 一 G 也 告诉 我 们 用 一 
的 方法 去 量 “ 双 曲 角 ”， 而 这 种 量 法 是 图 235 
和 欧 氏 几何 不 同 的 。 举 个 例子 ， 若 在 双 曲 平面 上 从 一 点 4 向 一 直 
线 9 作 垂 线 玉 应 芒 速 接 4 和 如 图 236 所 表示 的 贿 助 点 P.@ 容易 
看 出 , 丸和 9 作成 的 欧 氏 角 , 一 般 不 是 直角 。 

让 我 们 考 祭 欧 氏 几何 中 哪些 
公理 在 双 昌 平面 上 仍旧 有 效 。 首 
先 我 们 膏 ， 精 合 公理 显然 成 立 。 
其 次 , 只 要 规定 三 点 的 “在 …… 之 
间 ”的 关系 同 模型 中 的 一 样 ， 则 
次 序 公理 仍然 成 六。 模型 中 线段 
4 的 规定 和 欧 氏 几何 中 的 相同 。 


Ss 


加 忆 是 过 纺 9g 二 端点 对 轿 所 作 的 二 切 简 的 交点 。 一 一 中 泽 者 注 。 


2 有 
又 , 我 们 用 公式 (已 作为 合同 线段 的 根据 。 现 在 来 戎 舍 第 一 合同 公 
理 。 喇 然 看 来 , 似 平 迁移 线段 有 时 不 免 要 被 辐 周 挡住 了 , 因此 这 个 
公理 是 不 成 立 的 。 其 实 不 然 , 如果 我 们 按 定义 (1) 来 迁移 线段 ,将 
永远 不 会 达到 图 周 。 因 为 ,， 假定 在 图 内 给 定 了 如 段 4B 和 从 4 出 
发 的 一 条 射 钱 为 (图 235), 若 在 上 截取 4B' 等 于 4B, 则 掖 (1 应 
有 这 样 的 关系 : 
AR BS A'R' BS 


-= 站 
Ce 本 一 一 


或 
B'S'_A4'S' AR BS (2) 
BR AR AS BR 
因为 4, 4,B 三 点 在 加 内 , 所 以 (2) 式 的 右边 三 个 比 都 是 负 的 。 因 
此 启 永 也 是 负 的 ， 所 以 B' 在 周 内 ; 这 就 是 我 们 要 证 明 的 断言 。 如 


果 在 一 直线 上 陆 著 截取 同 捧 ， 则 将 越 
来 越 趋 江 图 周 , 但 永远 不 会 达到 它 ( 图 
237)。 在 双 曲 几何 的 模型 肉 ， 网 周 和 
欧 氏 几何 中 的 无 穷 远 直线 起 着 相同 的 

机 。 /作用 。 
从 上 面 的 论证 可 知 ， 第 一 合同 公 
理 在 双 曲 平面 上 成 立 。 不 但 这 样 ， 显 
然 第 二 、 第 三 以 及 第 四 合同 公理 也 都 

图 2837 成 豆 。 
正如 在 %84 中 讲 过 的 ， 第 五 合同 公理 和 一 个 四 台大 的 觅 射 群 
有 鹊 存在 尝 价 , 这 个 映射 群 把 圆 内 的 点 变换 成 贺 内 的 点 , 使 次 线 映 射 
”成 直线 ， 而 焉 离 和 角 不 变 。 在 平面 投影 几何 里 已 经 证 明 过 这 样 的 
群 确实 存在 。( 这 类 映射 属于 平面 的 投影 变换 , 并 可 重复 应 用 中 心 
投影 法 直观 地 表 出 。) 这 样 ， 五 个 合同 公理 在 双 曲 几何 里 括 成 立 。 
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容易 看 出 , 连 秆 公理 也 成 立 。 

只 有 一 个 欧 氏 公理 不 成 立 ， 就 是 
平行 公理 。 这 个 公理 所 以 不 成 立 的 理 
由 ， 从 图 238 上 容易 看 出 来 。 设 PP 是 
一 点 , 9 是 不 通过 忆 的 任 一 下 友 , 则 通 
过 忆 有 一 与 9 不 相交 的 下 线束 。 这 样 
设 来 , 在 椭圆 几何 中 , 欧 氏 平行 公理 和 
次 序 公理 都 不 正确 ; 但 在 双 曲 几何 中 ， 
与 欧 兵 几何 不 同 的 , 只 是 平行 公理 不 成 立 。 

由 于 这 个 原故 ， 我 们 的 模型 显得 非常 重要 。 根 据 平行 公理 之 
外 的 公理 来 证 明 平 行 公理 的 尝试 已 经 有 两 千 多 年 (一 直到 十 九 世 
各 之 和 初 ), 始 组 未 获 成 功 。 双 曲 几 何 的 模型 的 发 现 揭 露 了 证 明 的 根 
本 不 可 能 性 。 因 为 在 我 们 的 模型 里 除 平 行 公理 外 的 所 有 的 几何 公 
理 都 满足 。 假 若 平行 公理 是 其 他 公理 的 瑰 辑 推 葵 的 话 ， 那 么 它 在 
这 新 的 模型 中 也 该 成 立 , 但 事实 上 项 不 如 此 。 

双 曲 几何 和 椭 娩 几何 都 时 做 非 欧 几 何 。 如 果 从 高 斯 曲率 值 的 
分 布 状况 来 说 , 可 以 看 出 欧 氏 几何 介 于 椭圆 几何 和 双 曲 几何 之 吕 。 
这 从 另外 的 观点 来 看 , 也 是 对 的 。 例 如 , 从 欧 氏 平面 除去 某 一 图 的 
图 周 上 及 此 图 外 的 点 , 得 到 双 昌 平面 ;加 添 一 条 无 穷 远 直线 上 的 点 
于 欧 氏 平面 , 得 到 椭圆 平面 。 又 如 , 在 椭 图 几何 里 通过 直线 外 一 点 
不 能 作 它 的 平行 黎 , 在 欧 氏 几何 里 恰 能 作 一 条 , 在 双 曲 几何 里 能 作 
无 穷 多 条 。 格 外 能 够 显示 出 三 种 几何 的 特征 的 是 三 角形 的 内 角 和 。 
在 欧 氏 几何 里 , 此 和 等 于 r。 在 构 贺 几何 里 恒 大 于 x, 这 可 以 从 球 
面 沽 角 学 里 某 些 熟知 的 定理 推出 来 。 在 双 曲 几何 里 此 和 恒 小 于 rr。 
后 文 将 给 出 这 名 话 的 直观 性 的 证 明 。 

根据 这 个 结果 ， 欧 氏 几 何 中 三 角形 内 角 和 等 于 关 这 个 定理 不 
能 不 用 平行 公理 而 证 明 。 因 为 如 果 不 然 的 话 ， 那 么 这 个 定理 对 于 
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双 时 平面 也 机 成 立 。 另 一 方面 ， 任 何在 双 曲 几何 里 也 成 立 的 欧 开 
几何 定理 总 可 以 不 用 欧 氏 平行 公理 证 明 。 三 角形 的 外 角 定 理 (外 
角 必 天 于 共 任 一 内 对 角 ), 就 是 这 样 定理 的 一 个 例子 。 不 过 从 球面 
三 角 学 立刻 知道 , 外 角 定 理 对 椭圆 几何 不 成 立 。 由 此 可 知 , 要 证 明 
这 个 定理 , 必须 用 到 欧 氏 次 序 公 理 。 

一 个 对 于 三 种 几何 都 成 立 的 定理 可 拿 等 腰 三 角形 的 底 角 相 等 
定理 为 俩 。 这 个 定理 的 证 明 ， 饶 不 需要 次 序 公理 也 不 需要 关于 在 
行 性 的 任何 假设 。 

我 们 指出 过 , 有 关 交 点 的 投影 定理 ， 例 如 德 沙 格 定理 , 在 楷 国 
平面 上 成 立 。 在 欧 氏 平面 上 , 德 沙 格 定理 , 像 所 有 其 他 的 交点 定理 
一 样 , 必须 加 进 无 穷 远 点 才 对 。 在 双 昌 平面 上 , 车 要 交点 定理 有 一 
致 表达 的 可 能 , 必须 加 进 两 种 形式 的 理想 点 : 一 种 对 应 于 我 们 的 模 
型 中 的 图 周 上 的 点 ,一 种 对 应 于 图 周 外 的 点 。 举 个 例子 , 如 果 平 面 
上 的 念 沙 格 构 形 已 经 输出， 显然 我 们 总 能 够 这 样 作 双 曲 平面 的 模 
型 的 基本 圆 ， 使 得 构 形 中 的 九 个 点 在 圆 内 ， 第 十 个 点 在 圆周 上 或 
图 外 。 因 为 构 形 是 正则 的 , 所 以 可 把 第 十 个 点 作为 德 沙 格 点 , 而 我 
们 的 图 形 可 以 解释 为 每 对 对 应 边 交 于 一 条 双 曲 直线 上 的 两 个 双 曲 
三 角形 。 根 据 德 沙 格 定理 , 速 接 对 应 顶点 的 直线 必 通 过 一 点 , 可 是 
我 们 已 经 知道 , 这 些 直 和 线 的 交点 不 在 周 内 。 

假如 我 们 想 要 在 双 曲 平面 上 直接 汪 明 德 沙 格 定理 ， 而 不 借助 
于 模型 ， 就 要 碰 到 像 在 欧 氏 儿 何 和 投影 儿 何 里 同样 的 困难 。 德 沙 
格 定理 能 够 用 合同 公理 证 明 。 如 不 用 合同 公理 证 明 ， 就 需 借用 必 
间作 图 。 这 是 根据 这 样 的 事实 : 在 空间 也 存在 双 曲 几何 学 。“ 双 曲 
空间 ”的 一 个 模型 可 如 此 作出 : 把 一 球面 内 部 的 点 .直线 段 、 平 面 片 
分 别 当 作 双 曙 空间 的 点 、 直线 、 平 面 , 并 像 在 平面 模型 中 那样 地 规 
定 二 点 天 的 距离 。 四 四 

二 面 设 过 ， 在 双 也 平面 上 任 一 三 角形 的 内 角 和 小 于 r。 这 个 
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定理 从 我 们 的 模型 上 看 不 出 来 ， 因 为 双 曲 角 与 欧 氏 角 不 同 。 在 下 
一 章 里 我 们 讲 另 一 种 双 则 模型 ,用 这 种 模型 可 以 补救 这 个 缺点 ; 这 
种 模型 是 从 第 一 个 模型 导出 的 , 但 它 的 双 曲 角 没 有 畸变 。 为 此 ,我 
们 且 从 初等 几何 的 球 极 平面 投影 和 保 轩 变 换 的 简单 理论 入 手 。 


§ 36。 球 极 平面 投影 与 保 图 变换 。 
双 曲 平面 的 布 安 加 雷 模 型 
在 水 平平 面 上 放 一 球 (图 239)。 从 球面 上 的 最 高 成 入 把 球面 
上 的 点 投射 到 平面 上 来 。 用 这 种 方法 产生 的 球面 的 映射 (图 239 


图 239 
中 的 已 一 吾 唾 做 球 极 平面 投影 。 用 这 种 投影 法 能 把 球面 上 除 六 


点 外 的 所 有 点 投射 到 整个 平 
面 上 来 。 象 平面 必 平 行 王 球 
面 在 交点 的 切面 % 其 次 , 讽 
作为 球 在 已 点 的 切面 (图 
240)， 由 了 识 面 是 先例 对 各 

二- 切 丰 的 直 鳃 XP 作 记 和 图 240 
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角 , 寿 且 半 和 丸 的 交 线 垂直 于 WP。 因 为 ”平行 于 象 平面 , 所 以 象 
平面 辐 投影 射线 PP' 作成 的 角 等 于 和 PP' 作成 的 角 , 并 且 它 同 
好 交 于 一 条 垂直 于 PP' 的 直线 。 从 此 可 推出 球 极 平 面 投影 的 几 个 
直观 上 显然 的 性 质 。 首 先 , 假定 7 是 过 书 点 的 一 条 切线 (图 241)， 


图 241 


7 是 7' 的 像 其 r+ 和 x' 分 别 同 PP' 作成 的 二 角 相 等 。 因 为 ，r 是 
象 平 而 同 包 含 ” 与 WP 的 平面 的 交 线 ; 但 如 果 二 直线 7 和 7 分 
别 是 过 PP 的 某 一 平面 e 和 二 平面 2, 2 的 交 克 ,而 了 和 Pp 分 别 同 
直线 PP 作成 等 角 , p, p' 的 交 线 又 同 PP ' 垂直 (图 242), 那么 "+ 和 
”也 必 同 PP 作成 等 角 。 其 
次 , 由 对 称 关 系 , 得 到 另 一 车 
果 : 若 s' 是 球面 的 另 一 切线 ， 
以 3 为 象 ， 则 7 和 8 作成 的 
角 等 于 ”和 8 作成 的 角 。 这 
就 是 识 ， 球 面 上 的 角 在 球 极 


图 24 于 这 种 原因 ， 这 种 映射 叫做 
保 角 喘 射 或 等 角 觅 射 , 叉 昌 做 保 形 映 身 。 
现在 , 裔 履 是 球面 上 不 过 入 点 的 任 一 加 (图 348)。 过 及 上 各 
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点 向 球面 作 切 面 ， 则 切面 包 略 一 圆锥 面 。 坑 雏 面 的 顶点 为 S。 因 
为 不 过 访 , 则 NS 不 同 球面 团 于 入 ,因此 不 平行 于 象 平 面 。 设 
及 为 NS 同 象 平面 的 交点 。 我 们 要 证 明 娘 的 象 是 以 用 为 心 的 
图。 证 明 不 难 从 图 243 上 看 出 来 。 设 户 是 矿 上 的 任 一 点 ， 而 PP 
起 共 象 ， 则 P'S 同 球面 切 于 已， 而 MP 是 其 象 。 因此 人 PP'S= 


图 243 


二 人 PPM。 过 S 作 PM 的 平行 线 | 设 P" 是 平行 线 同 NP 的 交 
点 。 则 或 者 已 与 已 重合 ， 或 者 三 角形 在 已 . 忆 作成 等 角 ， 因 而 


2 PM -六 人 ,或 PH 


它 是 个 等 腰 三 角形 ，SP' 一 SP"。 但 和 一 


=PS. i P'S 为 一 常数 ， 因为 S 辐 上 所 有 点 的 距 刚 相等 。 
因此 从 最 后 一 式 可 知 了 凡 岂 是 第 数 。 换 甸 话 襄 , 是 以 性 为 心 的 
辐 。 | 


这 样 一 来 , 球面 上 所 有 不 明 过 入 点 多 图 ， 侈 过 球 极 平面 投影 ， 
投射 到 平面 上 的 象 还 是 辆 。 把 上 面 的 草 壕 道 推 ， 可 知 每 个 在 象 平 
面 上 的 图 是 球面 上 闻 的 象 。 如 果 图 在 球 徊 上 目 由 移动 ， 以 过 入 反 


250 微 分 几 何 【第 四 章 ] 


的 图 为 极限 则 VS 趋 近 于 球面 的 过 点 的 切线 , 因而 必 走 向 无 家 
远 。 由 此 可 以 推 知 ， 球 面 上 过 和 点 的 圆 的 象 是 象 平面 上 的 直线 ， 
这 个 事实 很 明显 ， 甚 至 无 须 借助 极限 过 程 即 可 知道 。 因 为 球面 上 
过 点 的 圆 的 投射 线 在 圆 的 平面 上 ， 因 此 这 个 平面 和 象 平面 的 交 
厅 就 是 回 的 象 。 总 起 来 说 , 释 过 球 极 平面 抽 影 , 球面 上 所 有 的 图 的 
集合 对 应 象 平面 上 的 圆 和 直 粮 的 集合 。 球 极 平 面 投影 是 保 图 投 
影 。 
现在 考虑 球面 到 本 身上 的 任 一 映射 w， 此 a' 将 所 有 的 图 映 成 
” 略 。 例 如 , w 可 以 是 球面 粒 任 一 直径 的 旋转 (直径 不 一 定 通过 和 )。 
施用 球 极 平面 投影 的 糙 果 ， 了 映射 a' 将 产生 象 平面 到 本 身上 的 一 个 
映射 a。 这 4 将 所 有 的 加 和 直线 仍 映 成 轩 和 直 厂 。 平面 到 平面 本 
身上 的 这 种 映射 中 做 保 轩 变换 。 

在 欧 氏 平面 上 , 保 轩 变换 一 般 不 是 一 对 一 的 , 这 是 因为 在 球 极 
平面 投影 之 下 ， 平 面 上 没有 和 球面 上 和 点 对 应 的 点 。 球 而 映射 a 
一 般 不 保持 入 点 不 动 , 而 是 把 另 一 点 P' 一 一 P' 的 球 极 平面 投影 我 
NN。 这 样 一 来 , 平面 上 P 点 在 对 应 a' 的 保 园 
变换 a 之 下 将 没有 象 点 。 为 了 滑 除 在 映射 过 程 中 这 一 例外 情况 ， 
我 们 仿照 投影 几何 的 办 法 ， 把 欧 氏 平面 抽象 地 加 以 扩充 。 把 欧 开 
平面 补充 以 一 组 “无 穷 远 " 点 之 后 得 到 投影 平面 ; 而 保 轩 变换 理论 
所 作 的 扩充 则 是 在 欧 氏 平面 上 增加 一 个 “无 穷 远 "点 UV， 这 被 看 
作 是 在 球 极 平面 投影 下 六 的 象 。 平 面 经 如 此 扩充 之 后 ， 它 和 球面 
的 关系 便 成 为 一 对 一 的 ， 并 且 是 连 重 的 ， 而 保 轩 变换 成 为 一 对 一 
的 映射 ;在 上 述 例 子 里, 了 点 经 保 轩 映 射 4 而 变 成 D， 其 对 应 的 球 
面 到 自身 上 的 映射 w 显然 把 过 P' 的 图 变 成 过 入 的 贺 。 因此 a 把 
过 了 P 的 诸 图 变 成 平面 上 的 庄 直 厂 。 由 于 这 个 原故 , 为 方便 起 见 , 把 
直线 看 作 是 “通过 无 穷 远 点 的 圆 "。 在 保 圆 变换 下 ， 平 行 直线 的 象 
或 者 还 是 平行 直线 本 身 , 或 者 是 相 切 的 图 。 
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保 圆 变换 的 很 浇 显 的 例子 是 刚体 运动 、 反 射 和 平面 上 的 相似 
变换 。 这 三 种 变换 把 欧 氏 平面 一 对 一 地 英 成 上 自己， 因此 如 条 我 们 
用 壤 吉 也 的 办 法 来 扩充 平面 ， 我 们 可 以 谣 这 三 种 变换 是 保留 芝 不 
动 的 保 辕 变换。 有 反 转 来 也 可 以 证 明 ， 这 三 种 平面 变换 是 保留 口 不 
动 的 仅 有 的 保 轩 变换 。 根 气 这 个 定理 ， 我 册 可 以 棋 括 地 描述 全 部 
的 平面 保 圆 变换 。 试 考虑 一 已 给 的 保 圆 变换 w。， 裔 尸 是 平面 上 的 
点 , 在 Qo 之 下 它 的 象 是 U; 设 PP 又 是 球面 上 P' 点 的 球 极 平 面 投影 。 
现在 对 球面 施加 一 旋转 w 使 P' 变 成 NW。 则 和 旋转 a 对 应 的 有 某 
一 保 轩 变换 w， 而 且 4 的 性 质 和 & 的 性 质 有 一 种 很 简单 的 显明 的 
关系 。 同 4 一 样 , 已 给 变换 ao 把 已 变 成 D, 因此 变换 mo 和 a 只 人 
相差 一 个 保留 口 不 动 的 保 轩 变换 。 由 此 可 见 , 按 方 才 讲 过 的 定理 ， 
除了 可 能 相差 一 个 刚体 运动 .反射 或 相似 变换 外 , ao 和 恒 等 于 a。 


= 


图 244 a 


前 面 了 说 过 ， 球 极 平面 投影 是 保留 角 不 变 的 。 因 为 旋转 w 是 球 
面 的 一 个 保 角 变换 ，& 足 在 球 极 平西 坟 影 之 下 由 @ 而 得 ， 所 以 0% 
一 定 是 平面 的 保 角 变换 。 因 为 we 和 4& 最 多 差 一 保 角 变换 四 此 可 
知 , 所 有 的 保 轩 变换 都 是 保 角 变换 


和 
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在 图 244a 和 5b 中 ,映射 a 和 ww 之 间 的 关系 , 利用 平面 上 一 个 
用 粗 线 画 出 的 图 万 来 表明 ， 这 个 辕 通 过 P 了 点 并 且 是 球面 上 大 阅 1 
移 球 极 投 影 。 爸 过 映射 a, i! 变 到 通过 入 的 大 图 mw， 而 % 的 象 册 是 
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图 244b 


直线 g。 这 样 , 映射 a 把 加 上 变 为 直线 g。 从 图 上 显然 还 可 以 看 
出 ,的 内 部 和 外 部 变换 到 以 9 为 界 的 两 个 咎 平面 上 去 ; 当然 这 从 
连 征 性 的 观点 来 看 也 容易 知道 是 对 的 。 

平面 对 于 9 的 反射 4 是 保 辕 变换 ， 由 于 这 个 原故 ， 映射 = 
二 aua ”是 一 保 圆 变换 ， 它 保留 网 周到 上 的 点 不 动 ， 而 把 圆 内 外 
部 的 点 互 换 了 位 置 。 映 射 叫 做 对 于 图 的 反 演 ， 或 者 中 做 对 于 
面 的 反射 ， 又 叫做 平面 的 洲 矢 
径 变 换 。 这 类 变换 特别 重 更 ， 因 
此 我 们 较为 详细 地 讲 讲 。 

亦 刀 是 同居 正 交 于 丈 的 周 
(图 245)。 则 天 和 友 有 另 一 公共 
点 S， 在 这 一 点 处 二 图 也 正 交 ， 
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在 天 点 和 4 点 处 对 天 的 切线 是 加 的 千 径 , 它们 必 交 于 大 加 的 网 
心计 。 从 而 可 知 , 及 在 和 的 外 部 。 设 反 源 纪 把 加 变 成 男 一 图 衣 ， 
这 个 图 也 必 通 过 RS, 因为 及 和 SS 是 不 动 点 。 由 于 有 反 演 是 保 角 变 
换 ， 所 以 及 也 同 正 交 于 和 ,但 这 只 有 当 如 恒 等 于 时 下 有 
可 能 。 因此 任 一 同 因 有 正 交 的 圆 天 经 反 涡 之 后 都 变 成 自身 。 因 为 
周 的 内 外 部 互 换 ， 所 以 划分 所 成 的 二 图 弧 也 必 互 换 。 

现在 浪 志 通过 及 的 一 条 直线 1, 比 如 说 RM 命 1 同上 的 第 二 
个 交点 为 请 (图 245)。 那 么 1 必 变 换 为 一 圆 或 一 直线 二， 而 它 在 
情 和 RR 处 同 正 交 。 这 只 有 当 V 和 性 等 于 1 时 才 有 可 能 。 因 此 反 
演 把 天 的 每 一 直径 变 成 日 身 。 因 为 在 扩充 平面 上 这 些 直 线 的 公共 
点 只 能 是 玖 和 无 穷 远 点 另 所 以 反 溪 把 到 和 已 对 换 。 由 此 可 见 , 不 
通过 必 的 直线 的 集合 与 通过 下 的 图 的 集合 应 该 互 换 。 

邻 命 P 是 上 不 同 于 有 和 5 的 一 点 , 经 反 演 1 之 后 , 已 的 象 只 
能 是 直线 政 P 和 名 相交 的 第 二 个 交点 @, 因为 下 PP 和 都 映 成 自 
身 。 根 据 官 等 几何 里 的 加 的 一 个 交 嘴 定理 ， 我 们 有 MP.MQ= 
=MR。Q 叫 做 P 对 于 图 的 反 演 点 。 这 样 ， 我 们 找到 了 一 种 不 
用 作 辖 助 贺 久 即 可 决定 任 一 点 P 对 于 的 反 演 点 的 方法 ， 训 7 是 
的 生 径 , 忆 的 反 演 点 外 是 射 钱 HP 上 由 P.MQ@=7? 决 定 的 一 
点 。 

可 以 证 明 ， 每 一 保 图 变换 能 表 为 最 多 三 个 反 演 的 合成 。 现 在 
考虑 一 种 特殊 保 图 变换 集合 , 它们 把 已 知 图 周 变 为 自身 ,5 的 内 
部 变 为 自身 , 显然 这 些 变换 作成 一 群 , 今 用 且 表 之 。 若 % 是 同 正 
交 的 一 个 图 , 则 对 于 % 的 反 演 必 然 属于 瑟 。 可 以 证 明 , 群 且 的 每 一 
映射 ,都 可 以 由 三 个 对 于 和 正 交 的 图 的 反 演 产生 , 即 由 都 属于 五 
的 三 个 反 演 产生 。 

现在 把 上 面 的 讨 花 同 以 前 作 过 的 双 曲 模型 精 合 起 来 看 。 敲 水 
平平 面 上 贺 勾 的 内 部 代表 双 曲 平面 。 在 平 丙 上 帮 一 个 个 径 和 加 相 
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同 的 球 ， 让 球面 在 m% 的 图 心 处 同 平面 相 切 (图 246)。 用 正平 行 投 
影 法 把 n 的 图 周 及 共 内 部 映射 到 以 大 图 1 (和 mr 合同 》 为 边界 的 
下 中 个 球面 上 去 。 用 这 种 投影 法 中 个 球面 喜 变 成 双 曲 平面 的 一 个 
新 模型 。m 的 每 个 束 映射 到 球面 上 成 为 同 1 正 交 的 牛 圆 %， 因 而 
“这些 中 圆 应 该 看 作 是 双 曲 直线 的 象 。 现 在 用 球 极 平面 投影 法 将 伯 
球面 映 回 到 平面 上 。 猎 过 这 次 投射 ， 中 球面 的 象 复 盖 一 个 图 友 的 
内 部 ， 因 而 成 为 双 曲 于 面 的 一 个 新 模型 。 由 于 球 极 平 面 按 影 有 
保 角 和 保 轩 性 质 ， 因 此 v 在 这 个 模型 里 将 变 为 同 图 正 交 的 图 弧 
n。 此 处 和 以 后 , 加 上 的 直径 也 应 看 作 这 种 图 弧 ”的 极限 情形 。 
这 个 新 模型 是 布 安 加 雷 首创 的 。 让 我 们 对 它 作 更 进一步 的 研 
究 。 从 上 面 的 推导 过 程 可 知 ， 正 交 于 
的 所 有 图 弧 的 集合 和 图 mr 中 的 所 有 
藏 的 集合 之 问 构成 一 一 对 应 。 因 此 过 
k 图 内 部 任意 两 点 4, B， 能 连 一 条 且 ,一 
仅 一 条 正 交 于 的 圆 弧 。 敲 忌 和 8 是 
这 条 连接 4， 卫 的 弧 同 天 的 交点 (图 
247), 则 两 点 4, 她 之 间 的 双 曲 距离 可 1 
由 第 243 页 上 的 公式 (1) 得 出 。 事 实 图 247 
上 ， 裔 4',B', R',S' 是 在 上 述 作 图 中 产生 4,， B, RS 的 原 模型 的 
点 , 则 由 授 影 儿 何 的 定理 可 推出 下 面 的 关系 
AR:BS _ /AR:.BS (1) 
BE:AS BR.A'S 
由 此 推出 在 我 们 的 新 模型 中 两 点 4, 之 间 的 双 曲 距离 3S 的 公式 : 


(2) 


现在 我 们 说， 在 双 曲 平面 上 的 任何 刚体 运动 必然 对 应 加 的 
内 部 的 基 一 有 映射 w 这 映射 将 垂直 于 图 的 贺 弧 的 集合 变 成 自身 。 
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容易 理解 ,也 不 难 严格 证 明 ,这 各 映射 是 保 图 映射 ,因此 属于 上 面 所 
说 的 群 矿 。 此 外 , 还 可 以 证 明 , 群 甩 就 等 于 整个 双 曲 刚体 运动 群 0。 
群 甩 的 变换 既然 是 保 半 的， 所 以 也 是 保 角 的 。 又 由 于 它们 代表 必 
曲 刚体 运动 , 所 以 保持 双 曲 角 不 变 。 由 此 可 知 , 在 布 安 加 雷 模型 中 
的 欧 氏 角 等 于 双 曲 角 乘 以 一 定 的 比例 系数 。 因 为 在 双 曲 平面 上 一 
完全 旋转 角 2r 显然 不 变 ， 所 以 比例 系数 应 蔷 等 于 一 。 因 此 布 安 
回调 术 型 是 储 角 的。 

用 解析 方法 可 以 建立 一 个 保 角 映射 变换 公式 ， 把 一 给 定 的 负 
常数 曲率 曲面 片 直接 遇 成 图 志 内 部 的 部 分 平面 ， 并 使 测 地 生变 
成 正 交 于 大 的 图 手 。 

现在 我 们 回头 来 补 证 在 第 245 页 
上 提 过 的 定理 : 双 曲 几何 中 任 一 三 角 
， 形 的 内 角 和 小 于 ~。 从 双 曲 平面 布 安 
加 雷 模型 的 任 一 衬 角 形 4BC 说 起 (图 
248)。 我 们 知道 芋 合 同 公理 在 冯 曲 笠 
面 上 成 立 。 按 照 这 些 公理 ， 作 与 三 角 

图 248 形 4BC 合同 的 三 角形 4 已 Mr 其 中 与 

C 对 应 的 点 是 图 到 的 圆心 到 。 在 第 252 页 上 我 们 看 到 道 过 MK 同 帮 
正 交 的 任 一 阅 退 化 为 妈 的 直径 , 同时 MM 在 所 有 同 厌 正 交 的 其 他 图 
之 外 。 因 此 在 我 们 的 模型 里 ， 冯 曲直 和 线 4 了 和 忆 开 用 欧 氏 直线 表 
示 , 而 双 曲 直线 4'B' 用 圆 弧 表 示 ， 开 在 圆 弧 之 外 。 因 此 由 二 直 绑 
和 一 图 玫 所作 成 的 三 角形 418'M' 中 ,在 4 和 B' 处 的 欧 于 角 分 别 小 
三 角形 4B'M 在 4 和 B' 处 的 欧 氏 角 ， 可 见 前 一 三 角形 的 


中 ”过 里 的 刚体 远 动 包括 所 有 的 保持 距离 不 变 的 双 曲 平面 的 映射 , 即使 它们 不 是 
违 缠 产生 的 。 不 是 连 搁 产生 的 简单 副 体 运动 可 用 已 内 的 任 一 反 演 为 代表 ;这 就 是 双 曲 
平面 对 于 一 直线 的 “反射 ”。 根 据 第 253 页 上 讲 的 , 每 一 双 昌 刚体 运动 可 以 炎 为 最 多 三 
个 友 射 的 精 果 。 
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内 角 和 小 于 mn。 由 于 模型 是 保 角 的 ， 这 一 业 论 对 于 双 曲 三 角形 
4'B'M 以 及 跟 它 合同 的 三 角形 480 的 双 曲 角 之 和 也 成 立 。 

研究 双 曲 刚体 运动 时 自然 会 想到 去 找 这 种 运动 的 不 束 种 群 。 
我 们 知道 , 在 椭 图 几何 的 情形 , 问题 引 到 正 多 面体 上 去 ， 同 时 又 知 
道 在 柑 图 平面 上 仅 有 少数 的 不 违 炉 群 。 在 欧 氏 儿 何 里 要 找 出 所 有 
的 不 连续 群 已 相当 困难 ; 在 双 曲 平面 上 , 不 过 种 群 的 数目 ， 还 要 远 
远 超过 在 欧 氏 平面 上 的 。 所 有 的 这 些 不 连 积 双 曲 刚体 运动 群 ， 在 
布 安 加 雷 模 型 中 都 可 以 用 保 园 变换 群 刀 的 子 群 来 表现 。 

这 些 群 在 次 数 花 里 起 作用 。 共 中 最 重要 的 是 “ 双 曲 平移 群 "。 
所 谓 双 曲 在 移 是 说 可 以 连 纺 地 从 恒 等 变 换 得 出 而 且 不 保留 任何 不 
动 点 的 任 一 双 曲 天体 运动 。 在 平面 椭 贺 几何 里 ， 没 有 和 这 个 类 似 
的 刚体 运动 , 因为 在 酉 图 平面 上 的 任 一 则 体 运 动 都 有 一 不 动 点 .在 
欧 氏 几何 里 , 和 双 曲 平移 类 似 的 是 通常 的 平移 。 但 是 双 昌平 移 的 合 
成 不 像 欧 氏 平移 的 合成 那样 翰 循 简单 的 规律 ， 因 为 在 双 曲 平面 上 
平行 线 没有 唯一 性 。 

以 下 我 们 只 菊 那 有 闭合 的 基本 区 域 的 不 连续 双 曲 平移 群 。 它 
们 辣 以 平行 四 边 形 为 基本 区 域 的 欧 氏 平移 群 相似 。 在 有 闭合 的 基 
本 区 域 的 汉 曲 平移 群 中 基本 区 域 决 不 会 是 四 边 形 。 另 一 方面 , 基本 
区 域 的 阳 角 数 是 能 被 4 除 尽 的 任何 数 , 但 4 本 身 是 例外 .图 249 天 
示 双 曲 平面 被 八角 形 的 基本 区 域 复 盖 的 情况 ， 而 双 曲 平面 是 用 布 
安 加 雷 模 型 表示 的 。 自 然 我 们 不 能 画 出 整个 平面 的 复 盖 情形 ， 因 
为 由 图 红 租 成 的 入 角形 越 棠 近 图 周 就 越 拥挤 。 在 我 们 的 基本 区 域 
里 , 如 同 欧 氏 平移 群 基本 平行 四 边 形 的 情况 一 样 , 基本 区 域 的 边 两 
两 相等 且 等 价 ,在 图 249 上 标 出 了 一 个 基本 区 域 的 边 配 对 的 情况 。 
所 有 的 基本 区 域 的 顶点 均 已 标 上 了 号 数 ， 不 同 基 本 区 域 的 对 应 顶 
点 标 以 相同 的 号 数 。 从 图 上 可 以 看 出 , 图 线 任 意 选 定 的 顶点 4, 每 
一 数字 恰好 出 现 一 次 。 由 此 可 知 基本 区 域 的 角 的 和 应 总 等 于 27。 
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图 249 

在 其 他 的 平移 群 里 ， 基 本 区 域 分 布 的 情况 与 此 类 似 。 所 以 在 任何 
情况 下 基本 区 域 的 角 的 和 等 于 2r。 再 有 , 基本 区 域 的 边 两 两 相等 ， 
至 于 配对 的 情况 也 有 一 定 的 规则 ,这 里 我 们 不 多 讲 了 ; 除 此 之 外 ， 
基本 区 域 是 可 以 任意 做 成 的 。 从 角 的 和 等 于 2r 这 一 事实 , 我 们 异 
得 了 为 什么 基本 区 域 不 能 是 四 边 形 的 。 因 为 ， 双 曲 四 边 形 的 角 和 
永远 小 于 2m, 这 只 要 把 四 边 形 分 作 两 个 三 角形 即 可 看 出 。 

有 开 的 基本 区 域 的 双 曲 平移 群 为 数 其 多 ， 其 中 有 一 个 群 在 本 
贺 模 画 数 花 里 有 用 处 。 


8$ 37， 了 映射 方法 。 等 距 、 保 积 、 短程 、 
连 横 与 保 形 映射 
我 们 已 经 用 过 好 多 种 不 同 的 映射 方法 把 一 曲面 映 成 另 一 曲 
面 ， 例 如 用 中 心 投影 法 或 平行 法 熏 映 射 法 。 在 这 一 节 里 我 们 竺 合 
地 概述 最 重要 的 映射 类 型 ,并 加 以 比较 。 
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等 中 映射 或 保 长 映射 ， 输 出 曲面 最 忠实 的 象 。 在 这 种 映射 中 
任意 两 点 的 短程 距 等 于 它们 的 象 点 的 短程 距 , 所 有 的 角 保持 不 变 ， 
所 有 的 短程 线 映 成 短程 线 。 前 面 讲 过 ， 任 意 二 昌 面 一 般 不 能 等 距 
地 相互 映射 ， 因 为 成 等 距 映射 关系 的 曲面 在 对 应 点 处 的 高 斯 曲率 
必须 相等 。 因 此 只 有 高 斯 曲率 到 处 为 需 的 曲面 片 才能 等 距 地 映 成 
下 面 的 一 部 分 。 这 样 说 来 , 比方 说 , 一 片 球面 就 不 可 能 等 距 地 映 到 
平面 上 。 由 此 可 见 , 一 张 地 图 总 难免 有 失 鞭 现象 。 

精确 程度 较 差 ， 但 应 用 很 广 的 是 保 积 映射 。 保 积 映射 的 特点 
是 任 一 朋 曲 厂 所 包 图 的 曲面 面积 丢 映 射 不 变 。 容 易 理解 ， 也 不 难 
证 明 , 这 个 条 件 对 于 任意 并 曲线 都 适合 ， 
只 要 它 对 所 有 的 “无 穷 小 "的 于 曲线 都 适 
合 就 可 以 。 由 此 可 见 ， 保 积 映 象 容易 从 
微分 几何 的 观点 来 刻 划 。 

保 积 映 象 时 常用 于 地 理学 。 有 一 种 
简单 的 办 法 产生 部 分 球面 到 部 分 平面 的 
保 积 映 射 。 把 球面 右 以 半径 和 它 相 等 
的 柱 面 (图 250)。 把 球面 上 的 点 沿 柱 面 
的 法 线 投 射 到 柱 面 上 去 ， 沿 柱 面 一 母线 
切 开 柱 面 , 摊 开 使 成 为 平面 , 粘 果 就 是 球 
面 在 平面 上 的 保 积 映 象 ， 这 可 以 由 计算 
有 验证 。 显 然 生成 的 象 距 高 球面 与 柱 面相 
切 的 大 图 越 远 ， 误 差 越 大 。 图 250 

另 一 种 在 地 理学 上 很 重要 ， 对 于 航海 地 图 尤为 有 用 的 映射 是 
短程 映射 ,这 里 要 求 一 片 曲面 的 短程 线 映 成 另 一 片 曲面 的 短程 楼 。 
这 样 说 来 ， 等 距 上 映射 是 短程 映射 的 特例 。 短 程 映 射 的 另 一 例子 已 
在 研究 椭圆 几何 时 考虑 过 了 : 如 将 球面 从 球 心 投射 成 平面 , 则 大 贺 
巩 成 平面 的 直线 , 因而 映射 是 短程 的 。 同 时 , 这 又 给 出 从 所 有 正常 
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数 高 斯 曲率 昌 而 到 平面 的 短程 映射 ， 因 为 这 类 曲面 都 可 以 等 距 地 
映射 到 球面 上 。 所 有 和 负 常 数 高 斯 曲率 曲 而 也 可 以 用 短程 映射 映 到 
平面 上 。 这 可 以 利用 $ 35 讲 过 的 双 曲 平面 的 模型 来 实现 。 

可 以 证 明 ,除了 常数 高 斯 曲率 曲面 之 外 , 再 没有 别 的 曲面 能 名 “ 
短程 地 映 到 平面 上 。 关 于 二 弯 盟 曲面 能 够 相互 短程 映射 的 一 般 间 
题 杰 作 繁 难 的 计算 。 这 个 问题 在 三 维 空间 或 更 高 维 空间 中 的 推广 
对 现代 物理 学 起 一 定 的 作用 ， 因 为 广义 相对 芥 的 观点 认为 质点 运 
动 的 雪 道 是 四 蕉 连续 统 的 短程 弹 。 

容易 为 直观 接受 的 最 一 般 的 映射 是 连续 映射 。 这 里 只 要 求 映 
射 是 一 对 一 的 , 并且 邻 点 变 为 邻 点 。 这 样 一 来 , 连续 映射 的 图 形 可 
以 经 受 任何 畸变 , 但 相 邻 两 块 不 得 撕 开 , 也 不 得 粘 速 。 这 种 映射 虽 
然 有 很 大 的 一 般 性 ， 但 是 连续 映射 不 能 把 任意 二 曲面 之 一 映 成 其 
余 一 个 , 举例 就 明 : 贺 面 ( 域 ) 和 介 于 二 同心 贺 癌 的 在 环 面 不 能 连 纺 
A 地 相互 映射 (图 251)。 共 实 , 我 们 甚至 不 能 把 两 个 
@ 曲面 的 边 穆 连 绪 地 相互 映射 ， 这 是 由 于 图 面 以 一 

加 251 ”条 连续 曲 秋 作 边 称 , 而 平 环 面 有 两 条 边 稳 曲线 。 

阿片 曲面 何 时 能 够 连续 地 相互 映射 是 拓扑 学 中 的 问题 。 这 个 
巢 题 我 们 留 在 下 一 章 葵 述 。 连 征 映 射 显 然 包括 我 们 前 面 讲 过 的 所 
有 的 映射 类 型 。 这 样 , 一 几何 映射 ， 只 有 是 连续 的 时 候 , 才能 产生 
诛 多 有 用 的 辕 果 。 例 如 , 图 250 给 出 的 映射 , 将 球面 片 保 积 地 映 到 
平面 上。 显然 整个 球面 映 成 了 第 形 域 。 可 以 看 出 ， 在 逢 形 边缘 上 
的 映射 失去 直观 的 意义 ， 因 为 在 这 里 映射 不 连 纺 。 在 现代 的 拓 扩 
学 里 还 时 花 到 更 一 般 的 映射 ， 它 不 是 一 对 一 的 , 而 仅 是 在 一 个 方向 
上 单 值 且 连 续 的 ; 例如 一 片 曲面 变换 成 一 段 曲 纺 。 

我 们 从 前 提 到 过 的 各 种 映射 中 , 研究 得 最 仔 拓 的 要 算 保 角 ( 或 
称 保 形 ) 映 射 。 这 类 映射 的 特征 是 二 曲线 的 交角 急 映 射 不 变 。 假如 
我 们 不 算 保 长 映射 ， 最 简单 的 保 形 映射 是 球 极 平面 投影 和 保 园 变 
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换 。 双 曲 几 何 的 布 灾 加 备 模 型 则 代表 负 高 斯 曲率 曲面 到 平面 上 的 
傈 角 映 射 。 

保 角 喘 圣 和 保 长 映射 有 一 个 相同 的 性 质 。 这 是 就 ， 用 解析 方 
法 可 以 证 明 , 很 小 的 图 形 轰 过 保 角 映射 , 几乎 没有 什么 畸变 ， 特 别 
地 , 不 仅 角 近 似 不 变 , 号 速 距 离 之 比 不 是 距 痪 本 身 一 一 也 近似 
不 变 , 并 且 图 形 越 小 ,近似 程 论 越 高 。 保 形 一 宰 即 出 于 这 个 性 质 。 
因此 从 微观 上 来 看 ， 保 形 映射 比 起 前 面 我 们 描述 过 的 所 有 其 他 类 
型 的 映射 来 , 更 接近 于 保 长 映射 ; 因为 从 我 们 举 过 的 一 些 例 子 显 然 
可 以 看 出 , 邑 使 在 任 总 小 的 图 形 里 , 保 积 映 射 和 短程 歇 射 也 可 以 矿 
生 很 大 的 栈 变 。 

保 长 映射 的 应 用 范围 比较 狭窄 ， 但 保 角 映 射 由 于 它 有 较 大 的 
适应 性 能 , 用途 比较 广泛 , 因 之 在 首 多 富有 成 果 的 几何 研究 中 占有 
中 心 的 地 位 。 这 类 问题 当 中 最 简单 的 是 二 平面 区 域 在 什么 条 件 下 
可 以 保 角 映射， 由 此 可 以 导出 复数 的 一 种 几何 解释 。 这 个 问题 将 
在 几何 坝 数 其 里 研究 。 


§ 38， 几 何 函 数 诊 。 黎 受 映 射 定理 。 
空间 保 形 映射 

眉 定 在 玉 面 上 取 好 了 向 卡 儿 坐标 条。 对 于 淮 标 为 x,y 的 任 一 
点 一 我 们 配 以 复数 z=x 十 iy。 这样 就 产生 复数 与 平面 的 点 之 间 
的 一 一 对 应 关系 。 为 求 对 应 完全 起 见 , 我 们 把 无 穷 远 点 已 -也 加 到 
平 卫 上 来 ， 正 如 在 保 加 变 换 理 苍 里 作 过 的 一 样 ， 莽 给 这 个 点 配 以 
“ 数 " ce。 复数 的 这 种 直观 的 表示 叫做 复 平面 。 

利用 上 述 方 法 ， 一 片 平 面 到 另 一 片 盏 面 的 映射 一 变 而 为 复数 
之 间 的 对 应 关系 。 举 一 个 最 简单 的 例子 : 考虑 关系 w=az 十 5b， 其 
让 的 ,5 是 任意 的 复 常 数 , 而且 ww 去 0。 给 定 任 一 复数 z, 我 们 把 对 
应 ww 二 az 十 6b 的 点 当 作 对 应 z 的 点 的 象 。 用 这 种 方法 得 出 来 的 平 
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面 到 本 身 的 映射 ,不 是 别 的 , 正 是 相似 变换 。 反 过 来 ,， 所 有 能 由 恒 
等 变换 违 顷 产 生 的 相似 变换 , 均 可 以 由 a,b 取 双 所 有 的 复数 值 ( 但 
二 0 除外 ) 而 得 。 那 些 不 能 在 平面 本 身上 由 恒 等 变换 连 楼 产生 而 
是 包含 平面 的 反射 (或 恤 转 ) 的 相似 变换 ， 其 对 应 的 方程 是 如 = 
一 3 十 b,， 其 中 的 表示 z 一 x 十 iy 的 共 蝗 复数 3=w 一 iy。 这 些 定 
理 的 证 明 都 是 初等 的 。 

不 保持 Ps 点 不 动 的 保 轩 变换 , 假如 我 们 只 考虑 在 平面 上 从 恒 


,_ ag¢+b 加 
亿 2 (c 才 0,ad 一 bc 才 0)， (1) 


至 于 其 余 的 保 加 变 换 可 于 (1) 中 以 代替 z 而 得 。 例 如 ,对 于 以 原 
点 为 中 心 .中 径 为 一 单位 的 圆 办 的 反 演 用 公式 w= 十 表示 。 因为 ， 


1 _ x+¢ty 
X—1iy 2 十 ?2 


wut+ y= 十 = 
因此 ， 
Wb (2) 
设 有 豚 , P,Q 三 点 , 其 坐标 使 顺序 为 (0, 0), (xz, g)，( 2)， 而 P,Q 
与 z 和 多 二 数 对 应 , 则 由 (2) 得 知已 和 @ 都 在 从 杂 出 发 的 同一 射 缕 
上 ,并 且 距 痪 MP 入 Q 适合 条 件 MP.M@=1。 这 就 证 明了 己 和 
好 确 是 对 于 雍 的 反 演 点 。 

从 较为 一 般 的 关系 w= 了 (z) 来 看 ， 其 中 f(z) 为 z 的 任意 的 有 
理 分 式 画 数 ， 我 们 襄 这 样 的 画 数 也 一 定 实现 平面 的 保 形 映射 。 此 
处 须 稍 加 限制 :下面 域 中 不 包括 依 画 数 而 定 的 某 些 点 。 

只 要 是 ww 二 f(z) 决定 复 平 面 的 一 个 保 形 映射 ， 这 个 画 数 了 (2) 
就 时 做 解析 画 数 了 。 不 仅 有 再 画 数 是 解析 两 数 ， 我 们 在 实用 上 碰 

@ 这 个 几何 定义 同 条 件 f(z) 是 可 微分 的 等 价 ， 即 在 区 域内 的 z 趋 近 于 区 域内 


的 任 一 点 20 时 ，[ 了 (2) 一 f(z20)]/2 一 zo 趋 于 一 复数 广 (ze)。 这 条 件 的 重要 部 分 是 
了 (2z0) 与 复 平 面 的 区 域 里 z 趋 近 于 zo 的 路 径 无 关 。 


,=__ 7 
22 十 2 


( § 38] 几何 丽 数 芥 。 黎 曼 映 射 定理 。 空 间 保 形 映 射 263: 
到 的 夯 数 几乎 都 是 解析 画 数 。 解 析 画 数 的 计算 ， 业 大 部 分 可 合照 
实 变数 的 实 值 画 数 的 规划 进行 。 因 此 二 和 维 保 形 映射 问题 可 按 一 维 
的 方式 来 研究 。 

应 用 这 种 复 变 画 数论 的 研究 方法 首先 我 们 能 证 明 一 重要 定 
理 : 保 圆 变换, 也 可 以 说 , 整 式 禾 性 画 数 和 分 式 线性 丽 数 , 代表 所 有 
从 一 图 的 内 部 到 另 一 圆 (或 同 圆 ) 的 内 部 或 外 部 的 保 形 变换 。 由 此 
可 知 , 在 布 安 加 雷 模型 中 的 双 曲 刚体 运动 , 代表 所 有 将 一 贺 面 映 成 
本 身 的 保 形 变换 。 因 此 任 一 保 形 变换 ， 只 杰 知 道 一 个 圆 面 变换 后 
成 为 哪 一 个 区 域 , 那么 除了 一 个 双 昌 刚体 运动 外 , 它 就 完 双 被 确定 
了 。 正 因为 这 个 原故 ,除了 一 个 非 本 质 的 变换 外 , 一 个 解析 两 数 能 
够 用 它 将 一 个 图 面 喘 射 所 成 的 区 域 来 询 划 。 这 时 我 们 认为 经 过 保 
辆 变换 可 以 互相 变换 的 两 个 区 域 ， 本 质 上 无 区 别 。 例 如 圆 面 可 以 
用 中 平面 代替 。 这 样 ， 面 数 Vz 把 什 下 面 变 为 一 象限 ， 画 数 In zx 
把 企 平 而 变 为 以 一 平行 直线 为 。 殉 


图 252 上 图 面 变 为 这 线 图 上 的 
另外 二 区 域 之 一 。 图 252 

在 所 有 这 些 例子 和 以 后 要 讲 的 例子 里 ， 在 区 域 的 所 有 内 部 点 
处 扇 射 都 是 保 形 的 , 但 在 边缘 上 仅 当 没有 隅 角 时 了 映射 也 是 保 形 的 。 
如 果 边 缘 上 一 光滑 弧 映 成 有 隅 角 的 弧 ， 显 然 映 射 不 能 沿 着 整个 台 
保 形 。 不 过 在 不 保 形 的 各 点 映射 总 是 保持 角 之 间 的 比例 的 ; 换 名 
话说 , 所 有 的 角 乘 上 河 一 比例 系数 。 例 如 , 在 映射 V z 之 下 ， 中 平 
面 的 边 各 直线 变 为 直角 的 二 边 ; 在 变 成 角 的 顶点 的 那 一 点 ,所 有 的 
角 都 辖 小 一 牢 。 

黎 肥 提出 了 一 个 基本 的 定理 ， 几 能 一 对 一 连 种 地 映 成 图 面 的 
任何 平面 区 域 (但 不 包括 整个 的 欧 氏 丕 面 )， 也 可 以 保 形 地 映 成 区 
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面 。 这 个 定理 使 我 们 对 解析 西数 的 多 样 性 , 有 了 一 些 印 象 。 
黎 曼 自己 没有 输出 这 个 定理 的 严格 证 明 ， 他 指出 了 这 个 定理 
回 变 分 周 题 中 的 所 请 迪 里 希 来 (Dirichlet) 半 题 等 价 ， 至 于 后 一 于 
是 之 有 刨 ， 他 认为 是 显然 的 。 但 是 迪 氏 问题 之 有 解 很 晚 地 被 严格 
和 证明。 在 这 以 前 , 黎 曼 定理 已 缀 有 人 用 下 面 较 简 单 的 方法 证 明了 。 
设 G 是 可 以 变形 为 则 面 的 任 一 区 域 。 为 了 作出 将 G 映 成 一 已 
输 图 面 玉 的 保 形变 换 , 我 们 先 作 任 一 保 形变 换 wo 这 ao 把 G 保 形 


地 变换 成 的 一 子 域 Ko as 可 以 选 为 , 比方 设 , 相似 变换 。 让 我 们 


再 附加 一 条 件 : ao 将 G 的 内 部 的 菜 一 已 知 点 P 映 成 图 心术 。 设 妃 
为 G 的 内 部 另 一 点 的 象 。 那 么 能 够 证 明 下 面 的 断言 : 映射 me 可 以 
改变 为 一 保 形 映 象 m, 使 得 在 a 之 下 G 的 象 是 天 的 一 子 域 Ri， 同 
算 离 大 子 下 到 R 的 距 净 。 顺 便 就 设 , 从 oo 变换 到 qi, 恰好 是 以 分 
式 线 性 而 数 的 平方 根 表 示 的 保 形变 换 。wi 又 可 以 照 上 法 改变 ， 如 
此 继续 下 去 , 得 到 一 个 把 G 变 成 下 的 子 域 Ks 的 保 形变 换 序列 ， 使 
得 己 永 远 变 成 了 而 @@ 变 成 在 中 径 MRo 上 点 Rn 的 序列 ， 帮 且 Re 
主队 越 来 越 远 。 可 以 证 明 , 区 域 KE。 越 求 越 坊 满 圆 面 K, 并 且 喘 射 
序列 mn 收 合 于 一 保 形 映射 g。 这 样 一 来 ,a 将 G 保 形 地 映 成 ,这 
就 是 黎 曼 定理 中 的 断言 。 

上 面 粗略 叙述 的 方法 出 于 科 布 (Kosbe)。 这 个 方法 指出 我 们 
所 求 的 映射 具有 一 种 极 值 性 质 。 因 为 显然 4。 把 @ 映 到 玉 时 得 到 的 
点 是 在 了 Ro 之 上 的 , 而 且 还 是 Rs 的 极限 点 ， 所 以 对 任何 的 
MR> MRa。 如 果 不 是 在 欧 氏 意义 下 量 距离 ， 而 是 把 天 的 内 部 看 
作 双 曲 平面 的 布 安 加 需 模型 , 并 在 双 曲 度量 下 量 距离 , 上 面 的 不 等 
式 依然 成 立 。 这 是 由 于 一 点 跟 中 心 天 的 双 井 距离 ， 同 欧 兵 距 离 一 
样 , 也 是 沿 着 个 径 来 量 的 ， 因 为 个 径 表 示 通 过 双 的 双 曲直 和 线 ( 参 看 
第 258 页 ， 第 256 页 )。 除 了 4 之 外 , 还 有 其他 把 G 喘 成 的 保 形 


【38) 儿 何 画 数 输 。 允 曼 映射 定理 。 空 间 保 形 映射 255 
映射 5%。 但 由 前 面 讲 过 的 定理 ， 知 道 5 同 4 只 能 差 一 个 太 下 的 双 
曲 刚 体 运动 , 因此 假如 SS 和 是 在 映射 6 之 TP 和 @ 的 象 , 则 双 曲 
距离 用 RR 和 ST 必然 相等 。 于 是 我 们 得 到 了 所 求 的 极 值 性 质 ， 在 


和 


和 


使 用 双 曲 几何 的 语言 , 也 可 以 这 样 描述 我 们 的 方法 : 假定 有 一 
个 保 形 映射 , 把 G@ 变 成 双 曲 平面 二 的 区 域 天 。 现 在 起 速 午 改 变 映 
射 ， 改变 时 保持 映射 保有 形 ,但 让 三 任意 选 定 的 点 的 距 疮 不 断 增 加 ， 
如 此 五 将 逐渐 填 淘 整个 的 双 曲 焉 面 。 二 反问 的 中 高 增加 到 有 限 
极 大 值 , 而 这 个 极 大 值 当 生 仪 当 K' 坊 满 整 个 双 曲 平面 的 时 候 才 能 
达到 。 

我 们 自然 会 想到 把 G 的 内 部 不 上 映 成 双 曲 平面 ， 而 映 成 欧 捞 平 
面 的 问题 。 把 G 的 内 部 映 成 欧 氏 平面 的 连 强 映射 显然 是 存在 的 ， 
因为 G 的 内 部 , 按 假 惟 能 够 速 续 地 映 成 几 的 内 部 , 而 圆 的 内 部 显然 
又 能 够 连续 地 映 成 欧 氏 平面 (例如 ,一 圆 的 内 部 万 用 球 极 平 面 投影 
法 了 映 成 千 球 面 ， 而 后 再 把 全球 面 从 球 心 投射 连续 地 映 成 平面 8)。 
可 是 不 可 能 找到 一 保 形 映射 , 把 且 映 成 。 事 实 上 , 在 这 样 的 映射 
之 下 ， 把 且 映 成 自己 的 任何 保 形 上 映射 都 将 导致 把 召 映 成 自己 的 一 
个 保 形 映射 。 将 五 映 成 月 己 的 所 有 保 形 映射 的 集合 组 成 含 三 个 参 
数 的 双 曲 刚体 运动 族 。 假 定 有 一 个 将 五 映 成 召 的 保 形 喘 射 存在 ， 
那么 将 瑟 映 成 日 己 的 保 形 映 射 集 合 也 将 是 合 三 个 参数 的 。 但 是 ， 
这 衬 的 保 形 变换 至 少 包 括 所 有 的 相似 变换 ， 而 相似 变换 和 组 成 四 参 
数 族 , 这 可 以 从 它 的 表达 式 w==az 十 b 中 看 得 出 来 ; 这 个 式 子 包含 
两 个 任意 复数 @ 和 5， 因 而 有 四 个 任意 实数 。 由 此 可 网 ,没有 将 瑟 
映 成 召 的 保 形 映 射 。 顺 便 襄 襄 ， 相 似 变 换 是 将 召 陕 成 自己 的 仅 有 
的 保 形 映射 。 


在 三 维 空间 里 , 完全 可 以 仿照 平面 上 的 办 法 去 定义 保 形 映射 。 
但 在 三 维 空间 里 保 形 映射 的 花样 是 很 有 限 的 。 因 为 所 有 这 种 映射 
都 是 保 球 变换 (即将 球面 和 平面 全 体 所 成 的 集合 映 成 本 身 )。 保 球 
变换 的 集合 作成 一 个 十 参数 族 。-- 个 特别 简单 的 保 球 变换 是 在 三 
锥 空间 里 的 反 演 。 空 间 里 的 反 演 跟 平 面 上 的 反 演 类 似 ; 任 选 一 定 
点 到 和 一 定数 m 把 不 同 于 允 的 每 一 点 己 映 射 成 射线 MP 上 的 一 点 
,使 MMP. MQ=7?。 任 一 保 球 变换 痢 可 以 由 一 空 闻 里 的 反 演 和 -… 
相似 变换 粗 成 。 


§ 39， 咨 曲 曲 面 的 保 形 映 射 , 极 小 曲面 ， 
普 拉 托 (Plateau) 问 题 

球 极 平面 投影 是 弯曲 曲面 保 形 地 屿 成 平面 的 一 个 例子 。 在 球 
极 平 面 捞 影 之 下 , 平面 上 的 任 一 保 形 映射 变 为 球面 上 的 保 形 映射 ， 
若 球 极 平面 投影 的 中 心 在 入 点 ， 旭 保持 入 不 动 的 球面 保 形 吴 射 对 
应 将 欧 氏 平面 映 成 本 身 的 保 形 映射 。 上 一 节 我 们 讲 过 ， 将 欧 乓 平 
面 映 成 本 身 的 保 形 映射 只 有 相似 变换 。 由 此 可 知 ， 所 有 保持 一 点 
“不 动 的 球面 映 成 本 身 的 保 形 映 射 是 保 图 变换 。 将 球面 映 成 本 身 的 
任 一 保 形 映射 可 以 通过 悉 一 直径 的 旋转 而 变换 成 保持 一 点 不 动 的 
球面 保 形 映射 。 因 此 将 球面 映 成 本 身 的 保 形 映射 的 集合 ， 一 定 恒 
等 于 在 球面 上 的 保 贺 映 射 的 集合 ， 即 从 平 所 上 上 的 保 国 变换 借 球 伺 
平面 找 影 范 导 出 来 的 变换 的 集合 。 李 面 上 的 保 园 变 换 由 第 262 页 
上 的 公式 (了 表示 。 这 个 公式 有 四 个 复数 , 但 在 确定 它们 的 人 时 有 
一 个 不 定 的 复数 公 因 子 。 因 此 在 平面 上 的 保 因 变 换 以 及 在 球面 上 
的 保 园 变 换 , 作成 一 个 天 参数 庶 。 

可 以 证 明 , 任 一 可 以 连续 吴 成 球面 的 于 曲面 , 例如 椭 球 面 也 
可 以 保 形 地 喘 成 球面 。 由 此 可 见 ， 任 何其 个 这 样 的 曲面 也 可 以 相 
互 保 形 映 射 ， 而 且 任 一 这 样 的 曲面 上 的 保 形 映射 族 恰好 含有 太 个 
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参数 。 

能 够 连续 映 成 图 的 内 部 或 映 成 欧 氏 平面 的 一 些 曲 面 ， 比 如 双 
曲 抛 物 面 , 不 一 定 能 够 相互 保 形 映 射 , 因为 ， 例如 一 图 的 内 部 ,号 
不 能 保 形 地 映 成 整个 欧 氏 平面 。 不 过 关于 这 些 曲 面 有 一 个 重要 的 
“ 非 此 即 和 披 的 定理 : 任 一 这 样 的 曲面 可 以 保 形 地 上 映 成 一 图 的 内 部 
或 者 映 成 欧 氏 平面 。 

对 于 其 他 某 些 类 型 的 曲面 , 例如 环 面 , 保 形 映射 的 存在 问题 也 

完全 解决 。 因 为 处 理 这 个 间 题 需要 据 扑 学 上 的 方法 ， 我 们 放 到 
he 那 一 章 里 去 讲 。 

极 小 曲面 给 出 了 保 形 映射 的 一 个 特别 有 有 趣 的 例子 。 极 小 曲面 
的 特征 ( 枯 看 第 193 页 ) 是 在 这 种 邮 面 的 每 一 点 处 主 册 这 大 小 相 
每 ， 方 向 相 芭 。 从 这 个 定义 立刻 可 以 推出 极 小 蛆 面 的 球面 才 示 是 
保 形 映射 ,有 反之, 也 容易 证 明 , 在 所 有 有 曲面 中 ,除了 球面 之 外 只 有 
极 小 曲面 的 球 画 表示 (用 下 行 法 钱 法 ) 为 保 形 吴 射 。 办 此 极 小 曲面 
间 画 数 葵 关系 密切 。 任 一 复 变 解析 画 数 都 可 以 用 来 定义 一 个 极 小 
曲面 。 

正如 前 面 讲 过 的 ， 伸 张 于 一 并 金属 线 上 的 肥 呢 腊 取 极 小 曲面 
的 形状 。 从 这 里 导出 下 述 由 普 拉 托 首先 提出 的 问题 ， 答 定 了 任 一 
空间 于 曲线 ， 求 以 曲线 为 边缘 的 极 小 昌 面 。 在 一 段 很 长 的 时 期 里 
基 至 要 证 明 以 任意 已 给 曲线 为 边 乡 的 极 小 昌 面 的 存在 , 也 没 成 功 。 
于 到 1931 年 ， 一 般 的 普 拉 托 问题 的 解 才 为 J， 道格拉斯 (Jesse 
Douglas) 找 到 0O。 

道格拉斯 为 了 解决 普 拉 托 表 题 , 将 它 换 成 一 个 更 广泛 的 问题 ; 
他 提出 不 仅 要 乒 出 以 已 输 宏 乔 曲 矿 7 为 边 绿 的 极 小 由 面 开 ， 还 要 
找 出 将 它 喘 成 一 平面 圆 成 玉 的 保 形 映射 。 为 了 达 此 上 且 的 ， 他 和 于 先 
Trans Amer Math. Soc. , 泡 33(1931)。 和 为 时 一 点 , Tibor Rad6 已 
磷 在 某 些 特殊 的 条 件 下 解决 过 莹 及 托 问题 ，Math，Zeit.，YVol. 2(193530)。 
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考虑 把 曲线 > 映 成 玉 的 圆周 大 的 映射 。 结 果 发 现 这 个 映射 的 特征 
是 它 有 一 极 值 性 质 。 设 s 是 7 的 任 一 丐 ,s 两 端点 的 喘 象 使 和 
的 一 强 s' 相对 应 。 上 比 s/s 称 为 弦 s 的 放大 率 。 取 7 的 所 有 弦 的 
放大 率 的 平方 倒数 的 王 均 值 。 所 求 的 映射 能 使 此 在 均 值 成 为 最 
小 了 ,因此 我 们 可 以 设 , 所 求 的 映射 是 使 上 的 所 有 点 尽 可 能 
按 平 均 的 意义 一 一 离 得 开 些 。 可 以 证 明 ， 具 有 这 种 极 值 性 质 的 映 
射 永远 存在 。 于 是 利用 映射 73， 可 以 把 开 的 其 余 点 的 第 卡 儿 华 
标 通 过 著名 的 解析 公式 电表 成 到 上 点 的 画 数 。 

假定 7 是 一 平面 曲 辜 , 旭 到 退化 为 以 > 为 边 寡 的 平面 域 C. 于 
是 道格拉斯 的 方法 给 出 G 到 天 的 保 形 映 射 ， 因 而 得 出 歼 曼 映射 间 
题 的 一 解 。 这 种 解法 显然 同 从 前 用 的 方法 恰恰 相反 。 从 前 的 方法 
是 从 G 的 一 对 夫 部 点 出 发 , 逐 新 弹 加 这 两 点 的 象 的 双 昌 距离 , 禾 子 
使 4 的 边缘 和 五 的 边缘 重合 。 道 格拉 斯 方法 与 此 相反 ， 首 先 找 出 
把 G 的 边 焰 变换 为 的 边 帮 ,大 有 某 一 极 值 特征 的 适当 的 映射 , 然 
后 内 部 点 的 映射 自然 就 会 确定 下 来 。 

对 于 某 些 特殊 的 空间 曲线 mw， 以 7 为 边缘 的 极 小 明 面 可 用 很 
简单 的 方法 找 出 ， 例 如 , > 是 以 空间 直 和 线段 组 成 的 于 多 边 形 。 一 般 
地 说 , 以 了 为 边 乡 的 极 小 曲面 在 边缘 上 有 奇 性 。 但 7 若 经 过 特别 
的 选择 ， 也 可 得 出 能 扩张 到 7 之 外 而 没有 任何 奇 性 的 极 小 曙 面 ， 
用 这 种 方法 ， 经 维 斯 (Neovius)@ 成 功 地 作出 了 一 极 小 曲面 , 这 个 


@@ 车 用 公式 表示 , 可 以 如 下 氢 壕 : 让 7 的 二 点 和 掉 映 成 上 的 二 点 P',82', 说 


a 和 分 别 是 点 已/ 和 点 9" 的 由 角 , 关 全 吉 千 =v(as B)， 则 重 积分 
97 D7 
| Coca B)Jrdadp 
r=0 f=0 


在 所 求 映 射 下 有 最 小 值 。 
四 沿 曲线 7 了 的 普 瓦 松 ( 上 上 oisson) 积 分 。 
@ E.R.Neovius, Bestimmung zweier speziellen periodischen Mini- 
malilichen. Aksd. Abhandlung, Helsingfors, 1883. 


将 直 向 面 的 保 形 歇 对 * 极 小 曲面 * 普 拉 托 (Plate ) 且 题 20 
极 小 曲面 扩张 到 整个 宏 间 , 锻 无 奇 性 , 又 无 自 安 点 ; 不 但 如 此 , 它 还 
有 像 爹 刚 石 点 格 闭 样 的 对 称 性 ， 

这 个 覃 面 的 球面 象 也 不 可 能 有 边 称 。 其 式 , 可 以 证 明 , 在 极 小 
山 面 上 不 存在 什么 抛物 曲 稳 ， 它 的 球面 象 是 能 够 回头 的 。 但 是 另 
一 方面, 披 礁 斯 曲面 的 球面 象 不 能 巾 贴 伏 伏地 复 盖 球 面 , 内 为 否则 
便 可 能 将 这 曲面 违 德 地 喘 成 球面 。 这 个 矛盾 的 解释 在 于 组 维 斯 昌 
面 上 有 多 忱 点 。 曲 面 上 入 着 这 样 一 点 一 圈 的 曲线 ， 在 球面 上 被 表 
作 粒 象 点 好 多 轿 的 曲线 (参看 第 205 页 )。 粗 维 斯 极 小 曲面 的 球面 
象 复 盖 球 面 的 层 数 是 无 穷 的 ， 它 们 痢 在 猴 迷 点 的 象 点 处 相连 通 ， 
很 多 共 他 的 极 小 曲面 ， 也 有 类 似 的 球面 象 。 黎 曼 由 研究 非 线性 两 
数 , 例如 w== 民 表示 的 保 形 映射 的 整体 性 质 , 从 而 找 出 用 这 样 方式 
仅 盖 球面 和 平面 的 曲面 。 同 猴 鞍 点 的 球面 象 类 似 的 尹 点 ， 在 这 些 
点 处 黎 曼 曲 面 的 各 叶 是 连通 的 ,叫做 黎 曼 支点 。 
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到 现在 为 睹 , 我 们 主要 地 研究 了 空间 里 固定 的 图 形 , 因为 正 是 
这 种 图 形 做 成 几何 研究 的 起 点 。 可 是 , 即使 在 初等 几何 学 中 , 运动 
的 概念 也 占 着 一 定 的 地 位 。 例 如 二 图 形 的 合同 ， 可 以 说 是 .它们 能 
够 通过 一 体 返 动 而 重合 。 此 外 ， 就 像 前 面 讲 过 的 活动 双 曲 面 ( 第 
16 页 ), 出 运动 的 平面 来 决定 的 直 焙 曲面 (第 207 页 ), 把 曲面 弯曲 
和 变形 (第 四 章 )， 也 都 含有 运动 的 概念 。 运 动 学 斋 是 系 纺 地 研究 
运动 的 科学 。 

让 我 们 先 千 共 请 跟 初 汰 度量 儿 何 有 密切 关系 的 那 一 部 分 运动 
勾 ， 然后 以 微分 儿 何 学 的 方法 进而 探 条 计 上 比较 一 


股 的 过 丢 运 动 。 


§ 40， 贸 接 机 构 

所 珊 “ 平 面 绞 接 机 构 ”, 是 说 任何 一 个 平面 刚性 过 杆 系 , 这 些 杆 
或 者 互相 连接 , 或 者 和 平面 上 儿 个 固定 的 点 圳 接 , 但 可 以 围 锐 这 些 
点 自由 转动 ， 这 样 整个 系 葬 便 能 够 在 访 平 面 上 作 某 种 运动 。 最 简 
单 的 镑 接 机 构 是 一 根 杆 , 杆 的 一 端 和 平面 上 一 点 违 接 征 。 其 实 , 它 
就 是 一 把 图 规 。 如 同 圆规 的 自由 端 能 画 圆 一样， 一 切 平面 匀 接 机 
构 的 自由 端 能 画 出 代数 曲线 ， 即 在 笛 卡 儿 坐 标 下 能 适合 一 代数 方 
程 的 胆 神 。 反 过 来 ,对 于 一 给 定 的 代数 曲 厂 , 无 花 如 何 复杂 ,都 可 
以 找 出 能 够 把 曲线 画 出 来 (至 少 能 画 出 片断 ) 的 镁 接 机 构 , 

用 包 接 机 构 画 最 简单 的 代数 曲线 一 一 直线 ， 乃 是 一 个 入 已 屯 
名 的 问题 。 我 们 先 来 看 一 个 画 直 线 的 特制 模型 : 波 瑟 利 (Peaucel- 
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lie) 反 演 器 了。 这 机 构 由 六 衫 速 杆 租 成 (图 253)。 a,5 二 杆 等 长 ， 
c,d,e, 了 四 杆 竺 长。，% 和 5 的 接头 固定 在 一 个 定点 0 处 ,P80 生 
保持 在 一 直线 上 一 一 在 角 40B 的 平分 线 上 。 以 4 为 中 心 , 以 ce 为 
生 径 作 回 。 不 管 机 构 运 动 到 什么 位 置 ， 按 照 大 家 知道 的 加 的 制 线 
OP.00=(04+c) (O04A—6c)=0—e’. 


可 见 P 和 多 是 4 对 于 以 0 为 由 心 以 VE 一 57 为 生 径 的 国 的 一 其 寺 
点 ( 参 芳 第 353 页 )。 显 然 ,P 在 以 0 为 中 心 ; 以 V 8 一 为 外 征 径 
和 和 以 4 一 6 为 内 侍 径 的 平 环形 区 域内 自由 运动 。 这 样 看 来 这 种 机 
构 能 作出 上述 区 域内 任 一 点 对 于 上 述 的 加 的 反 演 点 。 由 于 这 个 原 
故 , 这 机 构 称 为 有 反 演 器 。 由 杂书 描 答 的 时 过 0 的 贺 , 则 名 必 摘 和 给 

一 吉 线 (参考 第 253 页 )。 因 此 ， 假 如 我 们 在 己 点 上 再 违 接 一 根 杆 
《图 254)， 使 杆 的 另 一 问 连 接 于 一 定点 到，C0 开 的 距离 等 于 这 小 
杆 的 长 g， 那 么 呈 就 在 以 六 为 心 以 9 为 牛 径 的 圆周 上 和 运动。 因为 
OM =g, 所 以 这 圆通 过 O。 因 此 名 描 给 一 直线 g, 从 而 我 们 的 问题 
。 @ 关于 制造 各 差 最 小 .最 优良 的 作 二 六 (或 其 他 由 稳 ) 的 机 校 类 似 问题 尼 俄 国 大 
数学 家 切 比 谢 夫 (II. J JeGpnea) 提出 并 子 以 完善 解 次 的 。 他 畏 合 这 个 问题 创立 了 
一 门 轩 新 的 .后 来 发 展 很 快 的 数学 分 支 一 -最 优 近似 画 数 葵 。- 俄 织 者 注 。 
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解决 了 。 此 外 容易 知道 4 垂直 于 OM, 据 此 , 波 氏 反 演 器 又 提供 一 
种 用 机 械 作 已 知 直 和 线 的 垂 绕 的 方法 。 


a he i ll i 


be 
ae 
全 aa 


室 间 匀 接 机 构 的 定义 和 平面 的 相仿 。 只 是 在 这 里 杆 与 杆 问 的 
接头 , 或 将 杆 违 接 于 空间 定点 的 接头 ， 不 是 仅 能 在 平面 上 转动 , 而 
是 能 在 空间 里 任意 转动 。 这 在 一 定 范围 内 实际 上 可 借助 球形 接头 
来 实现 ,空间 镑 楼 机 构 巡 村 的 端点 永远 描 奏 代数 曲面 。 不 过 , 现在 
还 没有 人 能 证 明 每 一 代数 曲面 都 能 用 饼 搂 机 构 作出 图 来 ， 虽 然 这 
个 定理 似乎 很 可 能 是 对 的 。 

我 们 还 是 先 考虑 最 简单 的 作 图 ， 即 平面 的 作 图 。 为 了 这 个 上 
的 ， 让 我 们 从 能 动 的 单 叶 双 曲面 组 杆 模型 (参考 第 16 页 17 页 和 
30 页 ) 讲 起 。 假 定 9 和 9 是 同族 的 两 条 雷 禾 , 是 另 一 族 的 一 条 
动 直线 , 它 与 9 和 9 交 于 二 动 点 五 入 '。 现 在 让 这 模型 运动 ， 运 
动 时 使 丁 9 保持 不 动 (图 255)。 如 此 虽 直 线 g 上 任意 一 点 H' 到 
g 上 对 应 点 瑟 的 距离 常 为 一 定 。 因而 在 模型 运动 时 , g' 上 各 点 撒 
给 一 些 球面 , 球 心 是 9 上 的 各 对 应 点 。 现在 如 果 如 此 选择 直线 用 
使 它 同 9 交 于 无 穷 远 点 则 与 吕 对 应 的 U', 即 帮 与 9 的 交点 必 
然 是 一 有 限 点 。 假 定 不 是 如 此 , 则 DC7' = 大 将 变 成 曲面 上 的 无 穷 远 
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直线 ， 这 时 昌 面 是 双阳 抛物 面 ， 面 不 是 单 叶 双 曲面 (参看 第 122 一 
123 页 )。 由 此 可 见 ， 当 模型 运动 时 ，Z 点 描 给 一 个 牢 径 为 无 穷 大 
的 球面 , 换 句 话 襄 , 描 葵 一 平面 。 


图 2595 


土 述 讨 茧 启示 我 人 如何 用 一 种 简单 机 械 作 出 平面 。 我 们 知 

道 ， 同 族 三 根 杆 唯一 地 决定 单 叶 双 上 曲面， 因此 我 们 拿 三 根 连 本 a， 
b,c 用 球形 接头 连接 语 固 定 的 连 丁 9 上 三 点 4, BC (图 255)。 然 
后 把 ww 2，e 的 自由 闪 也 用 球形 接头 连接 于 连 杆 9 上 三 点 4， 五 ， 
0O'。 为 了 保证 a, b,c 产生 单 叶 双 曲面 , 而 不 是 双 曲 抛物 面 , 只 要 将 
上 面 讲 的 各 点 这 样 选 择 , 使 4B: 40 才 4B':4C' 就 行 了 。 因 为 , 容 
易 证 明 , 在 双 昌 抛物 而 的 情形 ,9 上 三 点 距 讽 必 与 9 上 对 应 三 点 距 
高 成 比例 。 由 w b,c 决定 的 活动 双 上 直面 可 以 取 <o: 种 不 同 的 形式 ， 
每 种 曲面 还 可 以 缠 轴 7 自由 转动 ; 因此 在 铵 接 机 构 的 束 杆 9 上 的 
每 一 点 有 两 个 自由 度 吕 。 从 上 文 知 道 g 的 讲 点 描 答 一 些 以 1 为 直 
@ ”自由 度数 也 可 如 此 得 岂 : 假 如 9 不 存在 ， 则 三 点 41B'C' 有 天 个 自由 庆 ， 因 
为 馈 一 点 都 可 在 球面 上 移动 ,所 以 有 两 个 自由 度 。 现 在 4' ，B' ,C7 的 共 久 性 包 仿 两 个 


条 件 , 而 4'B' 和 4'C"' 有 已 知 长 ， 各 增添 一 个 条 件 。 所 以 根据 $ 2 闪 讲 的 方法 , 总 共 得 
到 6-2- 上 一 1=2 个 自由 度 。 
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径 的 球面 , 而 且 9 上 的 某 一 点 UV 找 给 一 个 垂直 于 9 的 平面 的 一 部 
分 。 可 以 看 出 ,，U 通过 一 个 以 9 为 轴 的 平 丈 上 的 所 有 点 。 记 此 我 
们 的 问题 完全 解决 了 。 另 有 一 种 可 能 的 解 案 ， 见 图 256。 这 种 机 
构 是 由 对 调 上 述 双 曲面 二 族 直 线 的 作用 而 得 到 的 。 


§ 入 。 平 面 图 形 的 连续 刚体 运动 


说 有 一 动 平面 在 一 定 平面 P 上 任意 滑动 。 我 们 的 目的 是 尽 
可 能 用 简单 的 几何 方法 来 列 划 这 种 过 程 。 这 种 过 程 中 做 连续 刚体 
证 引 。 

从 前 妖 网 地 讲 过 ， 任 何平 面 刚体 运动 ， 按 照 它 把 一 个 开始 位 
置 变 成 一 个 狗 了 位 置 的 效果 来 说 ， 等 于 单一 的 转动 或 单一 的 平移 
(第 62 真 )。 假 如 把 焉 移 看 作 是 榜 一 无 劣 远 点 的 转动 ， 那 么 我 们 
可 以 说, 每 一 平面 运动 ， 毫 无 例外 ， 都 可 以 用 围 米 一 定点 的 转动 来 
代 在 。 

现在 假定 已 给 出 一 个 送 动 ， 在 已 知 时 间 + 动 平 而 占有 某 一 
位 置 4, 到 了 后 一 时 间 t+h 它 占有 另 一 位 置 44, 位 置 变 动 4 一 4 
对 应 着 一 个 转动 中 心 Ms。 如 含有 肖 渐 箱 小 , 则 4 与 4 的 差 也 还 


人) 而 周 形 的 过 禹 刚体 运动 2 
渐 籍 小， 而 MM; 将 趋 近 于 一 极限 位 置 姥 ， 点 用 中 做 运动 在 瞬时 t 
的 瞬时 中 心 。 如 果 己 是 动 平 面 上 不 与 下 重合 的 任意 一 点 ， 那 么 在 
瞬时 t 的 运动 方向 必 垂 直 于 PM。 

如 时 运动 在 每 一 时 刻 的 瞬时 中 心 已 经 确定 ， 在 固定 平面 上 就 
得 到 一 轨迹 ; 这 轨迹 是 一 条 曲线 , 由 做 运动 的 定 瞬 心 线 。 但 在 同一 
运动 中 我 科 还 可 以 把 原 动 平面 看 作 是 定 平面 ， 而 把 原 定 平 面 P 
看 作 是 动 平 面 一 一 在 观察 的 人 随 着 动 平 面 r 一 起 运动 时 会 有 这 种 
感 党 。 那 么 , 我 个 在 平面 上 又 得 到 一 条 瞬时 中 心 的 轨 钱 ; 这 条 曲 
线 听 做 运动 的 动 瞬 心 线 。 这 两 种 瞬 心 厂 都 处 处 速 逢 。 它 们 可 能 伸 
展 到 无 穷 远 ， 但 这 时 它们 必然 是 在 投影 几何 的 意义 下 在 无 穷 远 闭 
合 的 。 换 句 话说， 曲线 投 到 另 一 平面 上 的 中 心 投影 必然 是 在 对 应 
于 水 广 线 的 庄 点 处 韦 禹 的 曲 矿 。 

更 仔 绥 的 研究 指出 ， 运 动 完 允 由 二 解 心 线 的 形状 和 在 运动 的 
某 一 瞬间 重合 的 二 点 (每 线 上 各 有 一 点 ) 决 定 。 因 为 ， 如 果 让 二 昌 
线 相 切 于 已 知 二 点 ， 然 后 让 动 朋 心 线 连 同 其 平面 沿 定 瞬 心 线 演 动 
而 无 滑动 ， 喜 得 到 原来 的 运动 。 在 运动 的 每 一 朋 间 二 曲线 相 切 于 
瞬时 中 心 。 由 于 二 曲 黎 相互 沿 着 滚动 而 无 滑动 ， 可 知 在 定 咀 心 弹 
上 任意 二 点 间 的 弧 长 必然 等 于 动 瞬 心 绥 上 对 应 二 点 间 的 弧 长。 

这 样 设 来 ， 我 们 得 出 连续 的 刚体 运 
动 的 一 个 简单 特征 ， 和 从 前 得 出 的 不 连 
种 刚体 运动 的 特征 类 似 ， 任 一 连 囊 运动 
可 沿 一 曲线 渡 动 另 一 曲 厂 而 产生 。 这 里 
应 该 包括 二 曲线 都 退化 为 点 的 特例 (这 
转 )。 

举 一 个 特殊 情况 的 例子 ， 假 定 在 定 
平面 上 有 任 一 曲线 心 在 动 平面 上 有 一 
直线 9， 要 求 在 运动 时 直线 9 上 的 一 点 图 257 
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已 治 着 大 移动， 同时 使 7 与 及 永远 垂直 (图 257)。 在 这 种 情况 
下 ， 控 照 曲 率 中 心 的 定义 ， 江 刻 知道 瞬时 中 心 形 总 是 曲线 五 的 和 
P 上 对 县 的 曲 第 中 心 。 因 此 定 瞬 心 组 就 是 的 渐 届 线 mm， 又 办 为 

总 在 9 上 ， 动 瞬 心 线 就 吓 直 儿 9 本寺， 因此 运动 力 是 9 在 m 上 
把 过 程 中 和 上 上 的 定点 己 描 给 则 线 心 其 渐 屈 线 是 m。 
9 上岗 点 的 旦 殉 恒 等 于 到 上 对 应 两 点 的 跌 长 。 从 此 和 便 可 导出 在 第 
182 真 上 讲 过 的 由 曲线 的 渐 屈 线 作 南 曲 线 的 绳 线 作 图 法 。 

特别 重 归 的 是 当 二 泛 心 线 痢 是 加 的 时 候 ， 动 平 而 上 各 点 所 擅 
答 的 轨迹。 披 动 图 和 定 菩 内 切 或 外 
切 的 不 同情 况 而 分 别 得 出 不同 类 型 
的 志和 线 。 在 第 一 种 情况 下 ， 山 线 喔 
”做 长 短 幅 内 摆 线 (长短 旺 贺 内 旋 输 
线 ); 在 第 二 种 情况 下 ， 曲 矿 时 做 共 
短 幅 外 摆 线 〈 长 得 幅 贺 外 旋 输 线 )。 
如 林 目 成 曲线 的 点 在 滚动 的 圆周 

图 258 上 , 曲线 分 别 叫 做 内 择 线 (加 内 旋 输 

息 ) 和 外 捍 知 (关外 旋风 级 )， 其 丈 , 长短 幅 报 绥 ( 所感 放 凡生) 
和 择 线 ( 旋 输 线 ) 的 形状 还 傅 屯 于 二 贺 牛 径 之 比 ， 

首先 ， 我 们 考 虞 滨 动 的 图 的 守 笃 是 定 图 的 一 盾 并 寺内 
切 于 天 的 情况 。 要 在 这 样 的 情形 下 决定 上 一 点 P 的 轨迹 ， 郝 找 
一 内 摆 线 中 。 于 从 内 切 定 图 于 PP 点 时 的 位 置 开始 。 作 过 一 自 
于 间 , 龙 梁 到 男 一 位 置 锯 , 而 了 达到 了 Pi( 图 258)。 假 定 这 时 下 和 
三 的 网 心 分 别 在 型 和 aa， 而 必 是 二 图 的 公 切 点 。 出 于 一 圈 沿 荐 
为 一 图 六 动 而 无 遂 动 ， 所 以 如 的 芹 QPi 的 长 必然 等 于 玉 的 弧 9P 
有 的 长 。 除 此 之 外 ， 因 为 6 的 人 御 径 是 玉 的 一 衬 ， 所 以 人 OinPi 二 

在 国 且 上 上 光 择 吕 一 点 天 半生 机 轩 为 轩 形 是 对 称 付 ， 国 周记 上 一 不同 的 点 生 
皮 的 摆 线 仅 益 一 旋转 (以 天 的 圆心 为 转动 中 心 )。 
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二 2AQMP。 由 于 同一 理由 , 及 必 在 六 的 图 周二。 引用 痢 知 的 图 
周 角 和 和 圆心 角 关 系 定理 , 知道 人 QW PP -2 OmD= /OQNP, 


由 迎 可 知 可 厂 及 Pi 同 直线 YP 重合 ; 也 就 是 讼 ， 在 运动 的 过 程 中 
已 在 直线 及 PP 上 移动 。 这 样 一 来 , 我 们 证 明了 一 个 出 乎 意外 的 定 
理 : 在 我 们 的 特殊 情况 下 , 内 捍 线 是 定 图 的 直径 。 作 为 定理 的 副 产 
物 , 我 们 得 到 一 种 新 的 描绘 谍 线 的 机 构 。 

现在 我 们 来 找 相应 的 长 每 幅 内 皖 线 。 为 了 这 个 目的 ， 我 们 利 
用 剖 才 得 到 的 鱼 果 ， 换 一 个 办 法 来 描写 运动 。 设 5 和 不 是 加 的 
二 对 径 点 。 旭 在 洲 动 的 过 程 中 圆 太 的 贺 弧 ST 相当 于 圆 天 周 长 的 - 
四 分 之 一 。 因 此 4S 和 了 在 玉 网 的 两 条 相互 垂直 的 直径 s 和 t 上 移 
动 (图 259)。 通 过 简单 的 计算 可 知 : 铬 是 线段 ST 的 三 端点 分 别 在 
两 条 相互 重 并 的 直线 st 
二 运动, 则 7 的 中 点 描 给 
一 图 , ST 上 任意 另外 一 点 
P 描 给 一 椭 图 ， 椭 加 的 二 
塌 在 $s 和 + 上， 它们 的 长 
度 分 别 等 于 SP 和 PT, 由 
此 可 晃 ， 所 有 由 动 圆 丰产 


图 259 图 260 


—- 
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生 的 长 得 幅 夫 操 线 都 是 椭 贺 。 因 为 ， 闫 定 在 加 上 的 任 一 点 郑 在 
大 的 某 一 直径 上 , 而 此 直径 是 一 直线 , 矿 上 的 两 点 沿 两 条 相 开 焉 过 
的 直线 移动 。 
现在 我 们 转 而 谈 谈 在 下 外 滚动 的 情况 。 得 出 的 外 摆 秦 如 图 
269 中 的 曲线 e。 可 以 证 明 ， 像 这 条 昌 线 一 样 ， 所 有 的 外 摆 线 和 内 
摆 线 痢 有 尖 点 。 在 这 些 央 点 处 ， 摆 线 永远 与 定 圆 穗 直 。 尖 点 对 应 
于 摆 线 的 生成 点 恰好 在 二 圆 的 公 切 点 时 的 位 置 。 在 上 述 大 的 个 径 
等 于 天 的 一 侍 的 特殊 情况 下 , 仅 有 两 个 尖 点 。 
外 的 线 的 切 黎 有 一 个 很 特殊 的 性 质 ， 借 图 261 来 褒 明 。 变 贺 
k 从 生成 点 一 刚好 在 天 和 
玉 的 公 切 点 时 开始 滚动， 
也 可 以 说 是 从 大 刚好 通过 
摆 缕 的 一 个 央 点 的 时 候 开 
始 滚动 。 图 上 画 出 天 的 另 
一 位 置 应， 这 时 己 已 走 过 
了 摆 线 的 一 段 弧 而 达到 
Pi, 把 K 和 石 的 图 心术 和 
PU 连 以 直线 。 直线 mr 
通过 天 和 入 的 公 屠 点 8 
再 过 图 加 于 一 点 有 讼 1 
是 通过 Pi 的 摆 线 的 切 
黎 。 因 为 8 是 在 现在 的 
图 261 位 置 时 运动 的 瞬时 中 心 ， 
因此 Pi 的 运动 方向 ， 也 就 是 直线 十 的 方向 ， 一 定 垂直 于 CP。 因 
为 Z<8P1R 是 企图 上 的 图 周 角 ,， 即 它 是 直角 ， 因此 t 和 Pi 及 重合 ， 
所 有 内 摆 线 和 外 摆 线 都 有 与 此 类似 的 著 强 性 质 。 因 为 及 的 图 孤 
PQ 等 于 ki 的 图 弧 瑚 98， 并 且 在 我 们 的 例子 里 天 的 补 径 等 于 慌 的 
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所 以 ,， 如 果 通 过 五 作 YP 的 平行 线 s， 则 ss 和 上 各 与 开 R 作成 等 
角 。 于 是 上 文 所 述 可 吕 为 几何 光学 的 一 个 定理 ， 设 有 一 束 平 行 光 
线 (s) 射 到 以 到 为 中 心 ， 以 肛 R 为 侍 径 的 圆周 上 ， 则 反射 光线 (#) 


必 包 糙 一 双 尖 外 择 继 , 摆 楼 基 园 的 中 心 为 jz, 半径 为 二 MER。 连接 


和 摆 线 尖 点 的 直线 必 平 行 于 光线 (s)。 由 于 有 这 种 光学 性 质 ， 
所 以 双 尖 外 摆 线 尺 叫 做 贺 的 焦点 曲线 ( 或 叫 聚 光 曲 线 )。 当 光线 射 
到 杯子 、 角 头等 的 内 壁 上 时 可 以 观察 到 这 种 曲线 。 

与 这 个 外 摆 线 相关 圳 的 长 短 幅 外 摆 线 已 画 在 图 260 上 (每 种 
各 一 )。 所 有 由 深 风 内 部 各 点 生成 的 ( 短 幅 ) 外 摆 线 没有 奇人 性, 但 是 
由 外 部 各 点 生成 的 (长 幅 ) 外 摆 线 ， 有 了 泊 圈 和 二 重点 。 摆 线 是 长 短 
幅 外 摆 黎 的 过 渡 情 形 。 

比较 稻 微 复杂 一 点 的 是 动 图 的 侍 径 为 定 周 定 径 三 分 之 一 的 情 
况 , 这 时 生成 三 尖 点 摆 绕 , 如 图 262 所 了 未 。 这 种 曲线 的 切线 也 有 一 
个 很 奇特 的 性 质 一 一 可 以 用 解析 方法 证 明 : 曲线 的 切线 在 曲线 内 
部 的 一 段 32 的 长 一 定 , 同 切 点 的 位 置 无 关 。 有 一 个 时 期 有 人 认为 
这 件 事 与 第 216 页 讲 的 极 小 央 题 有 密切 关系 : 一 线段 在 一 平面 上 
运动 ,要求 最 后 的 车 果 是 线段 绕 它 的 中 点 旋转 了 180 , 并且 在 运动 
的 过 程 中 扫 过 的 面积 最 小 。 我 们 讲 过 , 假如 运动 选 得 适当 , 可 使 这 
块 面 积 随意 地 小 ， 因 此 这 个 问题 是 没有 解 的 。 

可 是 从 前 井 有 人 腊 测 这 有 解 ， 而 且 褒 这 解 是 厂 
段 ST 沿 三 尖 摆 嫉 ( 图 262) 所 作 的 切线 运动 , 在 
运动 中 线段 二 端点 总 是 在 曲线 上 的 ! 事实 上 ， 
在 从 前 确 有 一 些 迹 象 与 面积 不 会 再 减少 的 猜测 
有 利 。 图 ”262 
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普通 称 为 尾 形 线 的 四 尖 外 摆 缕 (图 263) 的 切线 也 有 类 似 的 性 
质 : 弯 S 和 了 表示 一 条 切线 和 二 对 称 寺 的 区 点 , 划 线 居 ST 的 长 一 
定 。 由 此 可 知 , 一 线段 的 二 端点 在 相 于 重臣 的 二 直线 上 运动 时 , 它 


图 263 图 ”264 

包 络 一 晨 形 楼 。 前 面 我 们 讲 过 , 儿 作 这 样 运动 的 一 线段 , 它 上 面 的 
任 一 点 必 描 给 一 椭 图 。 由 此 又 知 星 形 线 是 椭 图 族 的 包 和 络 ， 这 椭 图 
族 中 每 一 椭圆 的 二 轴 之 和 等 于 常数 (图 264)。 

现在 设 到 一 般 的 情况 。 按 动 圆 和 定 圆 趾 径 有 公 度 或 无 公 度 ， 
可 划分 本 质 上 不 同 的 两 类 摆 线 。 如 果 方 为 有 理 数 ， 可 以 化 为 最 简 
式 二 ， 则 摆 线 有 5 个 尖 点 , 而 且 当 动 图 沿 定 回转 了 a 局 讨 又 恰好 合 
提 。 如 果 志 是 无 理 数 ， 则 曲线 有 无 穷 多 央 点 , 而 且 不 能 合 毛 。 在 第 
二 种 情况 下 , 可 以 证 明 ， 只 要 将 曲 缕 足够 地 延长 ,能够 随意 接近 于 
动 圈 扫 过 的 区 域内 任 一 点 。y= 一 co 或 及 =oo 这 两 种 极限 情况 有 特 
别 简单 的 意义 。 如 果 了 =ce, 动 贺 变 为 直线 ， 从 而 得 到 圆 的 渐 伸 缕 
(参考 第 6 页 图 8)。 如 果 把 定 圆 改换 成 直线 ， 则 得 到 “普通 皖 禾 ” 
这 样 的 曲 科 (图 265) 是 一 个 输 子 在 一 平面 上 嘎 着 -* 定 万 向 流转 时 ， 
圆周 上 一 点 所 描 给 的 轨 线 。 
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到 现在 为 正 ， 我 们 只 研究 了 有 一 个 动 琅 面 的 速 争 运动 。 在 物 
理 洒 二 有 时 还 年 要 研究 更 一 般 的 现象 ， 苑 相对 的 连 继 运动 。 襄 加 
险 了 下 平面 召 和 动 平 面 e ( 照 从 前 我 们 表 作 P 和 亚 的 ) 之 外 车 加 上 上 


ea 


(和 CO MD 


图 265 
一 个 动 平 而 沪 了 在 吾 上 湛 动 ,但 与 e 站 j]。 那 么 对 于 
e 来 讲 , 了 也 是 在 作 一 个 完 侈 确定 的 连续 运动 ， 当 一 个 人 站 在 。 上 
更 续 时 ， 他 看 起 来 就 是 这 样 。 我 们 可 以 起 象 了 对 于 如 的 速 宗 运动 
(jE) 分 解 为 运动 (fe) 和 (eZB)。 一 个 复杂 的 运动 常常 由 于 这 样 的 
分 解 为 两 个 运动 而 得 以 简化 。 ,于 二 加 的 我 
们 有 一 种 尾 别 简单 的 分 解法 是 售 天 的 定 平面 , 1 是 舍 雍 的 
动 平 面 。 裔 到 和 和 分 别 足 和 下 加 为 了 描写 到 点 对 于 平面 
恕 的 运动 , 只 要 加 进 一 个 平面 e, 对 e 来 襄 允 不 动 , 但 e 绕 允 转动 ， 
这 样 , 平面 省 对 于 平面 e 的 运动 只 能 是 绪 双 的 转动 。 绕 到 和 公转 动 : 
的 角 速 庶 应 恋 同 疾 K 和 的 华 径 成 反比 例 。 由 此 可 知 ， 控 线 运 动 
是 二 转动 之 和 和。 内 外 摆 线 和 长 短 幅 内 外 摆 线 在 天 文 上 起 着 重要 的 
作用 , 共 诛 因 即 在 于 此 。 因 为 所 有 的 行星 轨道 都 是 近 于 圆 形 的 , 它 
们 以 匀 有 角速度 徐 太 阳 运 动 , 而 且 它 们 的 玖 道 几乎 在 同一 平面 上 ( 黄 
道 平 面 为 所 以 从 地 球 上 看 每 一 行星 的 束 道 部 近似 一 条 长 短 幅 内 外 
摆 线 。 正 因为 这 样 , 在 哥 白 尼 以 前 的 地 球 中 心 设 时 代 , 这 类 曲 嫉 全 
激 起 深入 的 研究 
在 我 们 的 例子 里 , 到 和 ww 是 运动 (e 有 妃 和 (fe) 的 瞬时 中 心 ， 而 
摆 线 运动 上 f 历 的 瞬时 中 心心 的 位 置 , 我 们 知道 ,是 图 有 和 天 的 公 绪 
点 -这 样 一 来 , 三 个 是 时 中 心 便 在 一 直线 上 。 可 以 证 明 , 一 舱 节 有 这 
个 类 似 的 定理 : 若 ; 运动 (f 妃 是 由 运 3 动 (fe) 和 (ez) 所 合成 , 则 (了 28)， 
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《fe), (JB) 在 任 一 时 刻 的 瞬时 中 心 必 在 一 下 线 上 (三 心 定律 )。 


3 4<， 一 种 给 制 椭圆 及 其 一 般 旋 输 线 的 仪器 @ 
假定 c 和 是 长 度 都 等 于 c 的 两 根 杆 , at 和 四 是 长 度 都 等 于 
ala 之 6) 的 另外 两 根 杆 。 把 c 的 两 端 下 和 和 ce' 的 两 端 了 I 和 也/ 
部 用 有 合子 的 接头 与 a; 和 aa 连接 , 以 作成 自 交 的 且 对 边 相等 的 四 
边 形 ( 图 266)。 设 如 为 at 和 a 的 交叉 点 ， 它 在 这 两 根 杆 上 的 位 里 
区 关 下面 镀 接 机 构 位 置 
的 改变 而 改变 。 在 妃 处 
安装 带 有 两 个 套 管 的 接 
头 , 父 管 可 黎 这 点 转动 ， 
同时 杆 w 和 aa 又 可 沿 
套 管 自由 滑动 。 现 在 让 
c 固定 ， 则 五 点 仍 可 自 
由 运动 ， 从 而 画 出 一 曲 
线 。 我 们 要 证 明 , 这 曲线 
图 266 是 椭圆 e, 其 焦点 为 i、 
fF» 与 焦点 距离 之 和 为 a。 事 实 上 . 三 角形 而 可 下 和 而 殉 形 合 
同 ， 因 为 它们 的 三 边 相 等 。 因 此 所 本 三 == 人 FFI， 从 而 
记忆 为 洽 采 三 角形 。 由 此 得 知人 B+BFs= FB+BF=a， 其 
-项 求证 。 

”现在 在 二 杆 aj, as 的 任 : 音 二 点 各 安装 一 小 轮 , 使 轮子 可 绕 杆 自 
由 转动 ， 但 不 得 沿 杆 滑动 (图 266)。 假 定 和 Ff, 不 再 是 固定 的 ， 
那么 我 们 可 久 让 妃 沿 任 一 归 线 天 运动 ， 同 时 让 轮子 在 曲 纯 的 符 面 
上 梁 动 , 输 子 的 作用 在 于 控制 输 心 的 运动 方向 , 使 此 方向 总 是 在 输 
@ 这 种 仪器 是 王浆 (R G_Yatesy 必 明 的 ( 见 The Deseription of a Sariuce 
af Constant Curvature, Amer. Math. Monthly, December, 1931), 


nh 
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子平 面 内 ， 即 总 是 与 承载 输 予 的 丁 垂 站。 在 这 样 的 条 件 下 ， 二 杆 
az da 上 其 他 各 点 的 运动 方向 也 与 杆 垂直 ; 这 可 根据 在 园 一 杆 上 两 
点 的 距离 为 一 常数 这 事实 来 严格 证 明 。 假 如 我 们 设想 杆 “ 在 运动 
中 国定 在 动 平 而 了 上 , 而 了 永远 平行 于 曲线 到 的 平面 , 那么 了 的 运 
动 的 瞬时 中 心 永 远 在 妃 点 。 事 实 上 ， 平 面 了 上 每 一 点 的 运动 方向 
综 常 稚 直 于 这 点 与 任 一 已 知 时 刻 的 瞬时 中 心 的 连 线 (参考 第 275 
页 ); 因为 有 点 的 运动 方向 经 常 垂 直 于 om 那么 瞬时 中 心 应 读 释 党 
在 4 上。 辣 理 , 它 也 在 ag。 上; 因而 必 在 Qi 和 as 的 交叉 点 上 。 这 样 
一 来 了 的 定 瞬 心 简 就 是 曲线 。 另 一 方面 ， 动 瞬 心 线 必 为 椭 图 。， 
因为 已 经 证 明 ，e 是 当 c 固定 时 刀 所 画 的 曲线 。 由 此 看 来 , 我 们 的 
仪器 带动 平面 了 的 诸 点 沿 着 一 些 曲线 运动 ， 共 效果 和 椭圆。 沿 着 
滚动 一 样 。 这 些 曲线 叫做 椭 因 的 一 般 旋 输 线 。 

椭 辆 的 一 般 旋 肉 线 中 最 重要 的 是 当 椭 贺 在 一 直线 上 沪 动 时 椭 
加 的 一 焦点 所 描 答 的 曲线 。 图 267 表示 这 样 的 基线 。 在 亚 浆 仪器 
中 ， 如 果 让 召 点 在 一 直 “一 ->、 
线 y 上 运动 ， 四 边 形 的 
各 顶点 就 措 出 这 样 的 曲 、 
线 。 因 为 ， 我 们 合 经 讲 
过 , 杆 必 同时 垂直 于 村 
上 上 所 有 点 的 雪线 ， 这 些 图 26? 
曲线 是 平行 的 , 特别 说 米 , 由 于 本 和 Fs 生成 的 曲 黎 是 平行 的 。 因 
此 由 研究 亚 次 仪器 的 结果 ， 得 到 一 个 可 注意 的 几何 定理 :已 知 由 
一 梢 圆 的 一 焦点 生成 的 一 般 旋 输 线 ， 在 旋 输 线 的 各 法 线 上 ， 合 昌 
率 中 心 的 方向 取 辜 段 , 线段 的 长 诬 等 于 覃 图 二 焦 趾 径 之 和 (常数 ); 
那么 线段 的 端点 必 在 另 一 椭圆 的 一 焦点 生成 的 一 般 旋 输 线 上 ， 并 
昌 这 个 椭 轩 与 前 一 个 合同 ， 沿 着 同样 一 条 曲 效 渡 动 ， 但 在 曲线 的 
另 一 侧 。 
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画 在 图 267 上 的 一 般 旋 输 线 可 作为 有 常数 平均 曲率 的 回转 巾 
面 的 绝 科 。 此 曲率 等 于 峡 楷 国 的 二 焦 秆 径 之 和 之 什 的 倒数 。 我 们 
在 第 229 一 231 页 上 提 过 , 任 一 常数 平 雹 曲率 曲面 平行 于 某 一 县 有 
正常 数 高 斯 曲率 的 曲面 。 在 我 们 的 问题 中 ， 第 二 个 曲面 必然 是 另 
一 回转 曲面 , 而 且 二 曲面 的 经 线 一 定 相 互 丕 行 。 这 样 说 来, 在 我 们 
仪器 中 的 杆 ar 上 必 有 一 点 描 出 正常 数 高 斯 曲率 曲面 的 经 黎 。 根据 
在 第 229 一 231 页 上 给 出 的 曲率 之 问 的 关系 , 可 以 推 知 这 个 点 就 是 
杆 的 中 点 。 苦 让 杆 的 长 c 和 a 到 所 有 可 能 的 值 , 我 们 便 得 到 所 
有 正常 数 高 斯 也 率 回转 曲 而 (但 球 在 例外) 的 纸 线 。 


3 43。 在 空间 里 的 连续 运动 

班 在 我 们 把 上 一 节 的 计 装 应 用 到 空间 (或 省 襄 空 间 区 域 )? 在 
辕 定 窒 间 里 的 运动 。 在 容 间 里 ， 每 一 刚体 运动 都 可 以 看 作乱 一 
定 贡 的 旋转 和 沿 此 轴 的 平移 的 合成 ( 即 螺 旋 运 动 ) (参考 第 84 页 )， 
由 于 这 个 原故 ,除了 平移 之 外 , 对 于 任 一 运动 都 可 以 仙 定 一 条 正和 线 
作为 螺旋 运动 的 旋转 轴 。 至 于 平移 的 特殊 地 位 ， 如 把 任 一 平移 当 
作 绕 一 无 穷 远 的 轴 的 旋转 , 也 就 消除 了 。 

利用 比较 运动 空间 的 相 邻 位 置 的 除法 ， 可 以 作出 在 每 一 已 知 
时 记 的 瞬时 轴 ， 其 步 又 与 作 平 面 运动 的 瞬时 中 心 相仿 。 在 运动 的 
了 时候， 这 轴 芍 位 置 连 秉 变动， 同时 在 空间 肪 和 7 中 各 扫 过 一 直 纹 
面 。 这 二 让 和 缴 面 和 平面 运动 的 定 瞬 心 线 和 动 暧 心 线 相 当 ， 从 而 分 
川中 做 空间 运动 的 定 明 轴 面 和 动 瞬 轴 面 。 空 间 里 的 一 个 运动 ， 只 
要 已 知道 二 瞬 翰 面 和 二 瞬 轴 面 上 对 应 的 两 条 母线 , 便 完 全 确定 了 。 
要 想 重 新 得 到 这 个 运动 , 我 们 先 使 这 二 已 知 母线 重合 , 大 使 二 曲面 
沧 这 重合 的 母 纪 密 切 ， 然 后 将 动 瞬 轴 面 以 某 种 方式 (下 面 再 讲 ) 沿 


一 一 


这 种 空间 里 的 接触 运动 与 平面 上 的 一 申 克 沿 另 一 曲 厂 湾 动 的 
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情形 相仿 。 不 过 , 两 种 形式 的 运 z 动 自 有 根本 不 同 的 地 方 一 平面 曲 
线 可 涪 任 总 一 曲线 控 种 种 不 同方 式 流 动 ， 伍 已 给 定 的 旗 纹 面 不 能 
治 任意 的 另 一 直 纹 面 " 访 动 我们 知道 (参看 第 211 中) 二 起 和 纹 面 
沿 着 一 公共 母线 窗 巧 ， 当 下 仅 当 二 曲线 沿 这 条 直线 有 相同 的 罕 度 
的 上 时候。 如 果 这 个 条 任 适合 , 则 二 曲面 还 应 这 样 放置 ,使 在 这 些 座 
线 上 的 须 点 重合 。 在 整个 的 接 甸 和 运动 过 程 中 二 瞬 击 面 必须 始终 适 
合 这 个 条 件 ， 厢 且 保 持 这 样 转 殊 的 相对 位 器 。 如 有 果 二 直面 在 对 应 
人 相等 , 期 接 忽 运动 是 纯 演 动 ,并 
无 滑动 但 如 炎 角 不 等 - 册 面 将 沿 着 它 俏 的 公共 母线 滑动 出。 
条 一 关 让 和 天 的 坟 央 过 风 可 以 有 作 吓 由 天 廓 人 本 友 的 ,这 内 
二 了 瞬 轴 面 是 可 以 相互 所 合 的 曲面 。 
人 简单 的 例 了， 
二 瞬 轴 面 是 单 叶 回 赫 双 
二 而 矶 及 这 里 硬 
二 曲面 的 最 小 绰 贺 。 由 半山 
面 有 旋转 对 称 和 性 ， 它 们 的 窄 
度 是 一 常数， 大 且 只 依 顿 于 
母 双 曲 线 的 形状 和 大 小 。 


不 难 用 解析 方 法 表示 二 双 有 曲面 有 相同 罕 度 的 条 件 。 认 和 峡 双 昌 
- 缕 在 直角 坐标 系 中 的 方程 为 
2 3 
[2 pb2 1 


和 


名 二 站 和 较 由 面 成 为 空间 某 一 运动 的 二 踊 埔 面 的 充 要 条 件 不 用 解析 方法 不 能 解 
释 。 首 先 , 二 曲面 上 所 有 的 昨 曲 线 之 因应 有 一 种 对 应 方法 , 使 在 对 应 点 处 的 窗 度 相等 。 
设 % 和 wo' 是 对 应 点 处 阴 曲 乒 和 母 绕 的 夹 角 ， 井 设 s 和 s 是 在 二 腰 曲 线 上 对 应 的 攻 
长 , 则 下 列 方 程 应 成 立 ; 
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A B 
因 之 y 轴 为 旋转 轴 。 要 使 二 双 则 面 的 罕 诬 相等 须 满足 一 个 简单 的 
却 子 : 5 二 如。 在 图 268 上 均 示 这 样 的 两 个 双 曙 缕 及 其 焦点 。 

在 接触 运动 中 二 双 申 而 的 相对 位 置 不 变 。 因 此 如 果 让 .- 个 双 
曲面 保持 不 动 , 则 第 二 个 双 曲 面 的 旋转 轴 莘 第 一 个 的 旋转 轴 旋 转 ， 
如 末 让 常 一 个 曲面 黎 它 自己 的 轴 作 反 向 旋转 , 则 运动 将 大 为 简化 ， 
: 这 样 ， 第 二 个 双 曲 面 的 
坦 在 窒 间 保持 不 动 (第 
一 个 双 曲 面 的 丙 显然 也 
万 不 动 的 )。 因 此 曲面 
的 接触 运动 可 以 如 此 产 
生 : 把 它们 拼 提 , 使 沿 一 
直线 相 切 ， 然 后 让 它们 
米 各 自 的 轴 旋 转 ， 旋 转 
的 速度 保持 适当 的 比 
例 。 

这 蚁 提供 了 二 交叉 
。 轴 问 齿 输 传动 的 一 种 实 
“” 际 有 用 的 方法 。 由 于 滑 
” ， 动 对 机 器 有 损害 ， 所 以 

图 269 有 秘 取 合同 双 曲 面 的 必 
要 。 图 269 表示 这 种 方式 的 傅 动 。 


性 


第 大 章 ”拓扑 


在 研究 投影 几何 学 时 ， 我 们 已 名 看 到 了 不 用 比较 长 讼 和 角 仍 
能 描写 具有 明确 的 几何 特征 的 现象 。 拓 扑 学 所 研究 的 几何 事实 ， 
直至 不 包括 直线 和 平面 的 概念 ， 只 包括 图 形 各 点 之 天 的 连续 连通 
性 。 敲 想 有 -一 个 用 可 随意 变形 但 不 得 据 破 或 粘 津 的 某 种 材料 制 成 
的 图 形 。 我 们 将 探 诗经 过 这 种 变形 而 不 变 的 属于 图 形 的 性 质 。 举 
例 来 就 , 球面 的 拓扑 性 质 就 和 柱 球 面 、 立方 体 . 四 面体 的 相同 。 另 
一 方面 , 球面 和 环 面 的 拓扑 性 质 不 同 ,因为 显而易见 ， 一 球面 若 不 
诈 撕 破 也 不 许 粘 连 , 不 会 变 成 环 面 。 

在 几何 学 的 发 展 史 上 ， 拓 扑 学 问题 的 出 现 比 投影 几何 学 还 要 
洪 ， 这 是 自然 的 。 拓 入 学 的 问题 直到 十 入 世 往 才 开 始 研 究 。 晚 近 
发 现 , 拓扑 学 的 一 些 定理 , 纵然 在 外 表 上 有 不 确定 性 , 却 同 许多 最 
精确 的 定量 的 数学 精 果 发 生 联系 。 这 里 是 指 代 数学 、 复 变数 画 数 
询 和 群 论 。 时 至 今日 ,在 数学 各 分 支 中 , 拓扑 学 的 研究 是 最 为 丰富 
多 采 、 最 有 收获 的 一 种 。 

今后 我 们 限于 研究 关于 三 维 空间 中 的 曲面 的 儿 个 问题 2。 首 
先 从 拓扑 学 上 最 容易 探讨 的 曲面 一 -多 面体 和 人 于。 


8 44， 多 面体 
所 放 多 乔 体 ,是 就 任意 多 个 多 边 ( 角 ) 形 的 粗 合 , 这 种 粗 合 适合 
两 个 条 件 : 〈1) 在 任 一 楼 相遇 的 多 边 形 恰 俭 有 两 个 (作成 二 面 角 )， 
(2) 内 任 一 多 边 形 出 发, 跨 过 一 些 楼 , 能 到 任 一 别 的 多 边 形 上 去 。 


QD 要 想 进一步 通晓 拓 扩 学 的 基本 鬼 念 ， 可 参考 Il. AxekcagApos, Einfachste 
Grundbegriffe der Topoljogie, 
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最 简单 而 又 最 重要 的 多 面体 要 筑 简 单 多 面体 ， 所 彰 简 单 多 面 
体 , 是 总 多 过 壶 线 变 形 能 变 : 作 球 面 的 多 面体 。 正 多 面体 (141) 议 让 
简单 多 面体 的 例子 。 不 外 我 们 会 看 到 ， 也 有 好 多 多 面体 个 吓 简单 
多 面体 ; 也 就 足 褒 , 有 不 能 变 作 球面 的 多 面体 ， 

我 们 在 $14 见 过 , 正 多 看 体 有 一 特性 : 没有 因 进 的 酰 。 由 此 
引申 得 到 ， 正 多 面体 是 廿 的 。 人 
一 面 的 同一 合 ， 因 而 我 们 可 以 拿 任 一 面 作 底 把 它 放 在 果 面 上 。 凸 
性 不 是 拓 耻 性质， 因为 多 面体 经 过 控 照 拓扑 观点 是 非 本 质 的 变换 
能 变 为 非 西 购 多 面体 ,虽然 如 此 ;, 多 面体 的 耳 性 雾 录 得 涵 秦 一 个 拓 外 
性 质 。 因 为 , 稻 加 思索 即 可 明 自 ， 任 一 凸 多 面体 一 定 是 简单 多 面 
体 中 。 

简单 多 面体 的 顶点 数 、 棱 数 和 面 数 之 间 有 一 个 很 重要 的 关系 。 

个 关系 是 欧 拉 发 现 的， 因而 叫做 多 面体 的 欧 技 定理 (公式 )。 哉 
EB 万 是 多 加 体 的 全 数 , 天 是 楼 数 ， 玉 是 面 数 ， 欧 拉 定理 断言 .在 所 有 
的 简单 多 面体 中 ， 

B—-K+F=2. 
姥 以 下 面 举 出 的 几 个 多 面体 为 例 来 验证 这 个 奇妙 的 定 
四 面体 : 2B 一 K+ 了 = 4 一 6+4=3 

QD 同和 非 机 的 多 面体 有 一 个 突出 的 差别 :一 方面 任 一 上 禺 并 多 面体 都 是 刚 性 的 ， 
男 一 方面 , 有 的 非 西 国 多 面体 , 它 的 面 可 以 作 相对 运动 , 凸 多 面体 的 出 性 同 在 第 2831 页 
讲 过 的 钙 A 刚性 类 似 。 但 一 直到 更 在 还 没有 人 龙 用 极 吸 的 方法 从 多 面体 的 天 
性 直接 推出 加 阴 曲面 的 刚性 ,一 一 原 资 阁 注 。 

区 生 而 休 自 下角 程 以 研究 曲面 的 询 量 的 方法 ， 近 上 包 年 来 已 为 A.7. 亚 
历 四 大 洛 失 所 发 展 ( 参 考 他 著 的 5 凸 迪 而 的 内 荐 几何 学 ”TocTexEsaxaT, 1048)。A.B. 
JoropeI0s 根据 亚 瓜 方法, 不 用 解析 方法 而 用 几何 方法 证 明了 瑟 阴 曲面 的 刚性 (参考 

OAHIHAYHAA NPENCIbPHOCTE BPIHYKIPX TOBEPXHOCTER’”?, TryYAE XMLarexa- 
THIECKOTO HHCTHTYTA HM. B, A., Crerxopa AH CCCP, Bomyer YX IY, 1949), 
一 一 俄 译 者 注 。 

《 亚 氏 节 有 上 自 祖 基 揭 中 强 本 , 科学 出 版 社 出 版 , -一 中 潜 者 注 ，) 
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立方 体 : 8—12+6=2. 
八 面体 : 6 一 12 二 8=2. 

为 了 证 明 欧 拉 定 理 , 我 们 在 一 平面 上 作 一 简单 多 面体 的 象 , 即 
所 天 多 面体 的 平面 网 。 共 法 如 下 : 从 多 面体 中 任意 挖 掉 一 个 面 , 把 
其 余 的 各 面 一 齐 挤 压 到 这 个 面 上 来 。 在 这 样 变 形 时 ， 还 能 办 到 使 
各 个 面 依然 是 以 直线 段 为 边 绿 并 且 顶 点 的 总 数 也 不 变 的 多 边 形 。 
《但 是 当然 不 能 作 到 使 每 个 平面 多边形 都 与 原 多 边 形 合同 ,) 这 个 
多 边 形 和 组 称 为 多 面体 的 平面 网 。 第 147 一 148 页 上 的 图 153 到 157 
都 可 以 看 作 是 正 多 面体 的 平面 网 。 

玫 面 网 所 舍 的 于 点 数 和 本数 跟 多 面体 的 相同 ， 只 是 面 数 少 了 
一 个 。 现 在 让 我 们 对 平 谭 网 作 一 
系列 的 变换 , 使 网 的 构造 简化 , 但 
不 变更 一 收 一 了 这 个 数 ,。 首先 ， 
几 过 到 在 平面 网 中 边 数 大 于 3 的 
多 边 形 , 就 联 一 对 角 线 .这样 将 多 
出 一 个 面 和 一 个 枝 ， 但 顶点 数 未 
变 , 因此 轧 一 开 十 下 不 变 ( 儿 270)， 图 270 
继 夭 用 这 个 办 法 ， 一 直到 各 面部 成 为 三 角形 为 止 。 

如 果 沿 着 作 好 的 三 角形 网 的 某 一 个 楼 添上 一 个 三 角形 ， 使 新 
三 角形 有 一 楼 是 原 三 角形 网 中 的 一 杰 (图 271)。 这 样 顶 点 数 和 面 
数 各 多 了 一 个 , 楼 数 多 了 两 个 , 因而 如 一 十 了 仍 不 变 , 此 外 , 若 在 
边缘 陷 人 的 部 分 过 二 顶点 联 一 线段 (图 272)， 这 样 鳃 然 多 出 一 企 


图 272 
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下 角形 ， 因 而 多 出 一 个 面 , 但 栈 数 多 一 而 项 点 未 变 , 因 而 EB 一 KK 十 FP 
仍 不 宝 。 
容易 看 出 ， 任 一 三 角形 网 痢 可 以 名 过 多 次 重复 上 述 两 种 手 秆 
从 一 个 单独 的 三 角形 产生 出 来 ， 所 以 一 十 了 之 值 对 于 任 一 三 
角形 网 , 从 而 对 于 任 一 平面 网 ; 和 一 个 三 角形 的 相同 : BZ 一 KK 十 f= 
二 3 了 一 3 十 1 二 1。 不 过 ， 平 面 网 的 项 点 数 和 酰 数 和 简单 多 面体 的 相 
问 , 仅 面 数 少 一 ; 因此 对 简单 多 面体 必 有 
E— K+i+F=20. 
欧 拉 定 理 提供 了 正 多 面体 只 有 五 种 类 型 这 一 事实 一 个 新 颖 而 
nn 91 一 93 页 )。 在 我 们 所 考虑 的 正 多 面体 中 , 过 
一 须 总 的 面 数 讽 为 %， 因 而 在 这 点 相遇 的 棱 数 也 是 2。 又 假定 
sx 了 的 党 义 同 上 ， 那 末 通 过 所 有 顶点 的 楼 数 等 于 nB。 但 每 一 
已 计生 了 两 次 ， 因 为 每 一 楼 连接 二 页 点 。 所 以 
np=2kK. 
假定 多 面 全 的 守 一 古旧 7 个 楼 所 图 成 , 则 7 是 包围 多 面体 和 从 
而 所 有 的 杰 数 。 这 里 每 一 杰 允 计算 两 次 ， 因 为 每 一 校 介 于 二 面 之 
关 ， 洒 以 
7 太一 2 六 
上 二 式 代 和 人 区 拉 公式 , 得 
2 人 


-一 一 下 十 -全 =2， 
n 
此 并 “可 以 写作 


1 .Il 
名 7 “2 
DD 布 安 加 加 将 欧 科 定 理 推广 双亲 罕 则 。 代 禁 导 点 、 楼 和 面 的 是 0， 1，2,…,， 
nn 一 1 条 的 形象 。 宙 这 些 形象 的 个 数 分 别 用 No, Ni N20， Nn-1 表 示 。 则 对 于 和 篇 
音 多 面体 相当 的 流 形 有 下 列 关 和 柔 式 
No—-N1itN2 m=1—(-2), 
涩 7% 二 3 时, 这 就 归 精 为 欧 拉 定 理 。 


[844] 多 面体 91 
按 % 和 7 的 涵义 ， 每 个 数 至 少 要 等 于 3。 但 它们 不 能 同时 大 于 3。 


假定 和 7 都 大 于 3, 则 应 有 
1 1T 1 1 1 1 i 
= 工 十 二 一 二 去 工 十 二 一 二 = 
KR nit7r a ta 


这 是 不 可 能 的 。 今 讽 4 一 3 则 得 
1 _ 1 1 


Mi 


KEK 7 6 

由 此 可 昂 , 对 于 %=3, 7 只 能 取 3,4,5 三 个 值 , 从 此 得 出 玉 的 值 等 
于 6, 12，30。 因 为 方程 对 于 % 和 ?7 对称， 故 当 7 二 3 时 开 友 得 出 
的 对 应 值 。 这 样 襄 来 , 我 们 一 共 得 出 六 种 可 能 的 局 形 , 基 中 有 两 种 
是 相同 的 , 即 %=3, 7 二 3。 所 以 只 剩 下 五 种 不 同类 型 的 多 面体 ， 并 
县 它们 确实 在 正 多 面体 中 实现 了 。 

这 个 证 明和 前 面 讲 的 (第 91 页) 那个 证 明 上 比较 起 来 , 突 册 的 地 
方 , 在 于 这 里 并 没有 假定 所 有 的 面 都 是正 多 边 形 , 而 只 假定 了 各 面 
由 同 数 的 酚 所 图 成 ,并且 每 一 点 有 同 数 的 楼 和 通过。 由 此 可 见 . 只 要 
襄 的 是 简单 多 面体 ， 虽 “ 拓 扩 正则 "多 面体 和 “度量 正则 ”多 面体 实 
在 没有 什么 不 同 。 

现在 转向 非 简单 多 面体 。 今 以 楼 柱 块 为 例 (图 273)。 这 个 楼 
柱 块 力 是 一 个 四 棱柱 ， 中 间 控 去 一 个 洞 ， 洞 的 形状 仍 是 一 个 四 楼 


图 273 图 214 


@ ”相仿 地 , 欧 拉 定理 的 布 安 加 雪 推 广 提供 了 决定 高 次 空间 的 正则 胞 腑 的 一 种 广 
法 。 
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柱 , 这 两 个 四 楼 柱 的 边 分 别 焉 行 。 又 , 二 楼 柱 所 共有 的 底面 向 外 侦 
群 ， 如 图 所 示 。 这 个 楼 柱 抉 是 不 能 变形 成 球面 但 可 以 变形 成 环 面 
的 多 面体 ?。 老 在 楼 杆 块 上 仿照 上 述 方 法 控 几 个 洞 ， 可 得 出 其 他 
类 型 的 多 面体 (图 274)。 

要 想 芋 观 种 类 繁多 的 多 面体 的 人 全貌， 我 们 答 每 一 多 面体 一 个 
确定 的 数 及 所 虱 多 面体 的 连通 度 。 今 考虑 由 一 个 多 面体 的 配 组 成 
的 开 合 而 不 自 交 的 折线 (了 开 酰 折线)。 各 时 条 这 笠 的 四 本 
把 多 面体 的 表面 齐 分 为 分 离 的 两 片 , 则 命 此 多 面体 的 连通 度 1 = 
呈 然 所 有 简单 多 面体 的 思 通 庶 部 包子 罗 为 于 而 被 折 身上 
一 于 曲线 章 分 为 两 片 。 反 之 , 也 容易 看 出 , 过 通 度 等 于 1 的 多 面体 
总 可 加 以 连续 变形 ， 使 之 成 为 球面 。 由 于 这 个 原故 ， 简 单 多 面体 
也 叫做 单 速 通 的 多 面体 。 

另 一 方面 , 也 有 在 楼 柱 快 上 的 一 条 于 楼 折线 (例如 图 273 中 的 
正方 形 o) 不 能 把 酚 柱 块 剖 分 为 两 片 的 情形 。 凡 县 有 这 种 性 质 的 多 
面体 我 站 和 葵 它 天 于 上 的 连通 度 。 为 了 确定 它 的 速 通 度 ， 应 同时 考 
虑 违 搂 第 一 次 所 作 的 枝 折 线 上 二 点 的 所 有 的 楼 折线 (不 一 定 是 肝 
合 的 )。 

如 果 任 何 这 样 的 一 对 楼 折线 剖 分 多 面体 的 表面 为 二 ， 我 们 就 
设 它 的 连通 度 有 ==2。 若 前 分 不 开 ，, 再 重复 上 述 步 怠 。 一 般 地 ， 我 
们 有 下 面 的 定义 : 

区 们 训 一 多 二 你 的 溃 通 度 为 入 如果 在 歼 多 南 体 上 可 以 技 到 有 


是 


要 
站 


是 


中 ”棱柱 块 也 是 拓扑 正则 的 。 
曲 ”这 是 膏 ， 多 面体 上 任意 二 点 总 可 能 连 以 在 多 面体 上 的 、 但 不 同 任 一 棱 折 共 想 
变 的 曲线 。 
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在 楼 柱 块 上 ， 从 图 273 上 容易 看 出 ， 有 两 条 这 样 的 楼 拆 线 ( 指 
正方 形 4 和 梯形 5)， 不 能 把 多 面体 的 胡 而 割 分 为 阿片 ， 所 以 鼓 多 
面体 的 违 通 度 至 少 是 3。 下面 我 们 要 证 明 , 它 的 违 通 度 份 好 是 3。 

现在 发 生 这 样 的 问题 ， 能 不 能 把 已 证 明 对 于 单 过 通 的 多 面体 
成 立 的 欧 拉 定理 推广 到 有 任意 连通 度 天 的 多 面体 上 上 呢 ? 我 们 不 
政 奢 望 定理 一 字 不 改 , 因为 那个 定理 的 证 明 原来 借助 于 “于 而 网 ” 
而 平面 网 的 精 构 ， 显 然 只 有 对 单 速 通 的 多 面体 考 有 可 能 。 不 过 可 
以 证明, 一 般 地 应 有 

EP—kR+F=3—h. 
当 态 = 工时 , 这 个 方程 就 是 前 面 证 过 的 欧 拉 公 式 。 现 以 上 迹 悉 柱 块 
为 例 。 最 然 它 有 16 个 页 点 , 32 个 楼 , 16 个 面 , 因此 有 
16 一 :2 十 16=3 一 3 二 0. 

从 而 可 知 , 楼 杜 抉 的 连 道 度 恰好 等 于 3。 这 个 一 般 的 欧 拉 定 理 对 于 - 
决定 多 面体 的 连通 度 其 为 方便 。 应 用 这 个 办 法 只 须 数 一 数 项 点 、 
栈 和 面 的 个 数 , 而 不 必 把 楼 折线 一 条 条 地 检验 。 


$ 45， 有 曲面 
在 上 一 节 我 们 看 兄 过 , 简单 多 面体 可 已 焰 过 变形 育成 球面 , 神 
桂 块 可 以 剖 过 变形 而 成 环 面 。 相 仿 地 ，- 一 些 更 复杂 的 拓扑 图 形 也 
可 以 用 像 多 面体 那样 的 图 形 来 代 灰 。 用 这 种 方法 ， 拓 扒 图 形 的 理 
葵 归 辕 到 由 简单 元 素 组 成 而 组 成 的 方式 易于 描 迹 的 图 形 的 研究 ， 
这 种 所 萌 “ 租 合 拓 间 学 "的 研究 方法 有 很 大 的 优点 : 它 可 以 立刻 推 
广 到 三 维 以 上 的 空间 去 ; 因为 每 一 多 面体 的 精 构 , 用 系统 的 想 合 规 
则 击 不 假借 直观 力 之 助 , 芭 可 完 公 描写 出 来。 
话 虽 如 此 ， 可 是 下 搂 拿 曲面 作 基础 ， 更 容易 为 直观 接受 。 例 
如 , 球面 的 糙 构 比 多 面体 的 简单 , 环 面 的 精 构 比 楼 柱 藕 的 简单 。 因 
此 我 们 想 把 多 面体 过 适度 的 概念 推广 到 任意 曲面 上 去 。 
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更 曙 的 可 通 度 ,可 用 容易 揉 担 的 物质 做 成 球 , 担 局 ， 再 开 上 上 几 个 洞 
(加 205)。 这 种 则 而 我 们 称 之 为 圈 饼 之 。 可 灸 证 明 , 有 7 个 润 的 
狼人 狐 ， 共 过 通论 有 二 2p- 于 1。 图 圭 画 出 了 几 个 连通 度 不 同 的 图 鲜 。 
济 分 不 开业 面 的 曲线 的 数 日 是 0，2, 4，6， 疾 饼 的 连通 度 则 分 别 是 
1 53. 5, 7。 和 窒 易 看 出 ， 若 是 再 任意 作 一 条 连接 截 口上 两 点 的 由 和 线 ， 
议 能 把 曲面 分 成 两 片 了 。 

在 一 般 曲 面 上 选择 曲线 比 在 多 面体 上 自由 ， 因 为 在 多 面体 上 
只 能 由 楼 折线 里 挑选 。 因 此 我 们 可 给 曲面 的 连通 度 下 不 同 的 定 
义 ; 下 面 的 是 共 中 的 一 个 : 

在 连通 度 为 的 曲面 上 , 可 作 有 不 一 条 闭 幅 线 , 判 分 不 开 曲 面 ; 
但 任 一 往 有 条 的 轩 册 秦 至 少 把 曲面 分 成 两 片 。 

图 276 上 上 炎 示 对 于 =1, 3,5,7 各 种 情形 的 曲线 姐 。 

我 们 还 可 以 加 入 另 一 个 条 件 ， 就 是 要 曲线 通过 曲面 上 任意 选 
定 的 某 一 点 。 这 样 就 得 到 曲面 的 “ 鞭 型 截 口 组 ， 这 对 于 某 些 目的 


其 为 方便 。 第 298 页 和 第 299，300 页 的 图 285，286，287 是 典型 


中 图解 是 德国 一 种 较 环 形 的 脆 鲜 干 ,一 一 中 译 者 注 。 


[8$45] 曲面 095. 
截 口 租 的 例子 。 

用 一 方面 , 看 限制 半 贡 线 粗 互 不 相交 上述 结 果 须 加 修改 。 对 
于 车 数 连 通 度 的 曲面 可 以 证 朋 ; 


在 连通 度 有 ==2p 十 1 的 并 曲面 上 ， 有 一 租 基 分 不 开 曲面 的 p 
条 , 但 不 多 于 了 条 互 不 相交 的 峙 曲 绕 ， 
这 个 定理 的 其 实 性 可 从 图 276 看 出 来 。 


SY 
h=4 


直到 现在 ， 我 们 仅仅 研究 了 有 有 限于 曲面 (没有 边缘 )。 共 实 圳 
通 度 的 概念 还 可 以 推广 到 更 一 般 的 情形 上 去 。 首 先 ， 让 我 们 假定 
由 面 是 有 限 的， 但 有 车 干 个 半边 穆 曲 各。 假定 这 些 曲线 不 跟 自 己 
相交 ， 也 不 彼此 相交 。 图 277 上 夯 出 一 些 这 类 的 曲面 片 。 还 有 一 
些 这 类 的 曲面 可 从 图 275 和 256 的 一 些 于 曲面 得 到 ， 办 法 是 把 它 
们 想像 为 中 空 的 , 并 且 控 开 儿 个 洞 (参考 图 278), 

在 有 限 有 边 称 的 由 面 中 , 加 以前- 一样, 也 用 一 组 曲线 来 定义 过 
遂 度 ,只 有 一 点 不 同 : 第 一 条 曲线 不 是 并 合 的 ， 而 是 连 竺 边 稳 上 两 
点 的 曲 克 。 至 于 后 继 的 曲 纺 ， 可 以 以 这 租 中 前 面 的 那些 曲 缆 上 的 
两 点 为 起 旋 点 ， 也 可 以 连 兰 边 系 上 的 两 点 。 按 照 这 个 定义 ， 则 图 
278 上 各 曲面 的 连通 度 应 该 依次 为 2, 3, 7, 8。 : 


中 同 图 277 的 上 曲面 相反 ， 图 2185, c,d 不 能 用 一 张 纸 剪 几 个 洞 经 过 变形 而 成 、 
这 种 区 别 在 几何 函数 葵 中 巷 为 重要 (简单 域 和 非 简单 域 )。 
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用 并 由 磁 玉 规定 这 通 度 的 办 法 ， 不 能 站 所 失 广 到 有 边 乡 的 盟 
钾 上 去 。 

现在 我 们 来 考 虚 伸展 到 无 穷 远 的 曲面 , 而 且 它 可 以 有 边缘 , 也 
可 以 没有 边 克 。 这 样 曲 面 的 拓 共 鱼 构 融 看 曲面 是 安装 在 度量 空间 
里 或 安装 在 投影 空间 里 而 定 。 

在 论 呈 空间 里 我 们 她 限 寸 时 论 曲 面 的 有 限 点 。 这 样 ， 束 可 六 
想 裤 问好 像 航 包 图 在 一 个 非 币 廉 大 的 球面 和 内， 网 自我 们 的 曲面 可 
换 成 它 在 球面 内 的 那 孝 分 。 这 正 是 属于 有 限 又 有 这 稻 的 曲面 的 于 
题 , 国 而 便 可 应 用 前 面 已 讲 过 的 理论 ,中 

在 投影 写 关 里， 情形 完全 不 同 。 我 们 把 每 一 直线 当 作 足 轩 
线 , 共 上 有 一 无 究 远 点 ,出 矿 的 二 a 除 此 之 外 ， 这 
一 无 穷 远 点 认为 问 时 局 于 前 一 条 直线 的 质 有 平行 绞 。 挨 照 这 些 具 
二 区 作 为 一个 本体 的 疫 影 下 间 也 在 全 目 记 的 洛克 竹 于 下 外 这 
通 的 。 曲 面包 合 一 无 穷 远 点 的 条 件 是 : 曲面 上 有 一 路 线 , 此 路 线 
来 越 挨 近 于 这 个 无 穷 远 点 所 属 的 某 一 直线 。 这 里 不 一 定 变 求 则 向 
在 与 此 相反 的 方 回 上 接近 于 某 一 平行 线 。 如 果 昌 面 问 时 在 耳 个 相 
芭 的 方向 土 接 近 二 平行 线 , 我们 应 认为 册 面 在 无 穷 远 点 连通 ,但 闪 
曲面 仅 沿 某 一 方向 接近 于 一 站 嫉 ， 而 不 在 相反 的 方向 上 接近 于 它 
的 平行 线 , 则 直线 上 的 无 穷 过 点 是 一 边缘 点 。 其 次 , 假如 曲面 有 一 
条 伸 黑 到 无 穷 远 的 边缘 曲线 , 则 这 条 曲线 必 在 无 穷 远 闭合 ; 也 就 是 
涂 ， 曲 强 若 不 是 在 相同 的 方向 上 或 相反 的 方向 上 新 近 地 接近 证 二 

行 直 线 ， 就 是 包含 无 穷 远 线 的 一 部 分 。 关 为 一 非 并 曲线 不 能 作 


”必须 假定 球 能 选择 得 达 样 大 , 使 得 任何 更 进一步 的 扩大 都 保持 曲面 在 球 内 的 
部 分 的 拓扑 车 构 不 变 。 不 难 找 到 不 适合 这 个 条 件 的 例子 。 我 们 粒 一 个 平面 正方 形 点 
格 的 各 点 作 无 公共 点 的 小 图 , 再 从 平面 上 去 掉 各 圆 的 内 部 , 划 得 一 平 曲面 ,对 于 这 个 曲 
面 在 任意 已 给 球 内 的 部 分 , 容易 计算 出 它 的 连通 度 。 但 是 , 显然 这 个 速 通 度 , 在 保持 球 
心 国 定 的 条 件 下 , 随 着 球 的 增 大 而 增 大 。 
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成 熏 面 的 边 根 。 例 如 在 投影 空间 里 ， 
像 图 279 上 标 出 的 介 于 一 直线 和 一 


折 苞 之 央 的 部 分 平面 不 跟 平 面 的 其 9 
他 部 分 分 开 , 因为 比如 从 4 到 4 可 S 

以 取道 无 穷 远 。 但 在 度量 空间 里 ， NS 
这 一 部 分 平面 就 好 像 以 一 条 于 曲线 ““ 

为 边 乡 似 的 。 图 279 


相当 的 说 法 也 适用 于 作为 一 个 整体 的 平面 。 度 量 平面 以 无 究 
远 直 芒 为 于 边 乏 曲 息 , 因此 它 同 圆 面 拓扑 等 价 。 另 一 方面 , 投影 平 
面 是 闭 曲 面 。 我 们 也 可 给 投影 平面 作 一 个 简单 的 拓扑 模型 .为 此 ， 
我 们 从 前 一 章 讲 过 的 一 个 作法 (第 237, 238, 241 页) 开始 。 在 那里 
通过 准 合 个 球面 边 稼 上 大 图 的 每 对 对 径 点 而 建立 投影 平面 的 一 对 
一 映射 。 当 然 也 可 用 图 面 代替 侍 球面 ， 因 为 辕 面 总 可 以 连 强 变形 
而 成 侍 球 面 。 现 在 让 我 们 把 图 面 变 为 正方 形 面 。 于 是 投影 平面 局 
正方 形 面 拓扑 等 价 (图 280), 但 此 正方 形 边 烙 上 的 每 对 对 径 点 (如 
图 280 上 的 4 和 4' 等 等 ) 须 视 为 登 合 起 来 的 。 在 这 个 模型 中 , 同 投 
影 平 面 于 曲 缆 对 应 的 不 仅 是 正方 形 上 的 于 曲线 ， 还 有 一 切 圳 结 一 
对 对 径 点 的 曲线 (如 图 280 的 直线 段 44' 等 等 )， 


A 4 pa 
C A 
Cr Z 
3 C 7 
图 “20 图 281 


关于 投影 平面 的 拓扑 探 寺 出 到 以 后 再 继 态 讲 〈 第 308 真 及 应 
后 )。 此刻 我 全 要 考 碟 和 由 图 280 的 办 法 直接 引出 来 的 共 它 类 似 航 
作法 。 首 先 我 们 还 是 从 正方 形 面 或 第 形 面 开始 , 但 撩 按照 图 284 
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表示 的 那样 迭 合 对 径 点 。 于 是 我 们 又 得 到 一 个 于 曲面 的 模型 。 这 
一 次 我 们 容易 从 模型 恢复 所 代表 的 曲面 。 首 先 把 惩 形 弯曲 成 图 入 
形 ( 图 282, 283), 并 将 1,2 两 边 这 样 粘 牢 ， 使 得 二 边 上 每 对 登 合 上 


图 283 


重合 。 这 时 3, 4 两 边 变 成 了 图 周 ， 再 把 这 二 加 周 按 同 一 规划 粘 在 
一 起 (图 284)。 最 后 得 到 环 面 ， 这 时 原来 的 答 形 面 的 边 绿 变 为 环 
面 的 “典型 截 口 组 ”其 中 每 一 截 口 相当 于 矩形 面 的 一 对 对 边 (看 图 
285 和 2755)。 反 过 来 , 从 环 面 开始 , 将 环 面 沿 典型 截 口 组 切 开 , 则 


图 284 图 285 
得 一 个 图 形 ， 它 与 对 边 按 上 述 规则 释 合 的 矩形 面 拓 扑 等 价 。 这 一 
作 图 方法 也 适用 于 所 有 的 “ 圈 饼 ”。 对 于 连通 度 为 2p 十 1 的 圈 鲜 ， 
典型 截 口 租 由 2p 条 则 禾 租 成 ; 沿 这 些 曲线 剖 开 , 得 到 一 个 有 4p 条 
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边 的 且 各 边 按 一 定 规则 成 对 地 登 合 的 
多 边 形 。 图 286 和 图 287 演示 有 =5 
和 ==7《 凤 p=2,p 王 3) 的 情形 的 分 步 
作法 。 

将 圈 饼 映 成 4p 边 多 边 形 的 映射 ， 
在 连 稻 映射 理论 (参考 第 320 页 ) 和 醒 
数论 中 《参考 第 330 页 ) 有 重要 的 应 
用 。 两 种 应 用 都 依据 这 样 的 事实 ; 每 
一 包 边 正 多 边 形 都 是 正则 地 复 租 双 


坦 平 面 (者 p=1 则 为 欧 氏 平面 ), 这 是 我 们 在 第 257 一 258 页 上 是 
过 的 。 

如 果 把 4p 边 多边 形 的 各 边 以 不 同 的 方式 爱 合 , 则 可 得 到 图 鲜 
之 外 的 许多 则 面 。 在 下 一 节 里 我 们 准备 讲 儿 个 这 样 的 曲面 。 


§ 46、 单 俩 曲面 


所 有 以 前 我 们 计 葵 过 的 多 面体 和 于 上 曲面 的 回 酒 度 都 是 奇数 ， 
于 是 自然 会 发 生 这 样 的 间 题 : 有 没有 过 适度 为 偶数 的 并 曲面 昵 ? 痪 


| hm 


一 


有 月 
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句 医 说 , 有 没有 按 拓 扑 性 质 来 说, 介 于 球面 和 环 面 之 间或 者 介 于 两 
个 圈 饼 之 间 的 曲面 呢 ? 

答案 是 肯定 的 。 的 确 , 我 们 可 作出 一 个 多 面体 一 一 七 面体 , 其 
迷 通 度 按 多 面体 的 欧 拉 定 理 等 于 2. 为 此 目的 , 我 们 从 有 八 个 三 角 
形 面 的 正八 面体 开始 (图 288)， 增 添 由 对 角 缕 决定 的 三 个 正方 形 


图 288 
面 (例如 图 288 的 4B0CD)。 用 这 种 方法 得 出 含 十 一 个 面 的 图 形 ， 
它 不 符合 从 前 讲 的 多 面体 的 定义 ， 因 为 交 于 每 个 楼 的 面 数 是 三 个 
而 不 是 两 个 。 现 在 我 们 去 掉 四 个 三 角形 : 从 图 形 的 前 部 (按照 图 
288 的 位 置 ) 去 掉 左上 和 角 的 三 角形 和 右 下 角 的 三 角形 ， 从 图 形 的 
后 部 去 挥 左下 角 的 三 角形 和 右上 角 的 三 角形 。 这 样 一 来 ， 只 剩 下 
了 有 阴影 机 的 四 个 三 角形 。 总 共 我 们 得 出 由 四 个 三 角形 和 三 个 正 
方形 钥 成 的 图 形 。 这 图 形 的 棱 和 顶点 是 八 面 体 的 枝 和 顶点， 但 八 
面体 的 对 角 厂 却 不 是 我 们 的 图 形 的 楼 而 是 而 的 日 奖 厂 。 显 然 在 每 
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一 楼 上 恰 有 二 面相 遇 , 而 且 我 们 可 从 任 一 面 开 始 走 起 , 越过 若干 个 
樟 而 达到 任 一 别 的 面 。 所 以 这 图 形 是 多 面体 。 由 于 它 有 七 个 面 ， 
所 以 时 做 七 面体 。 跟 八 面体 一 样 , 七 面体 也 有 十 二 个 楼 和 六 个 项 
点 。 由 推广 的 欧 拉 多 面体 公式 得 方程 
EL- Ki+F=6—123--7=3—h. 

由 此 得 出 七 面体 的 连通 度 有 =2, 正 像 简 单 多 面体 叙 过 连 秆 变形 最 
后 能 变 成 球面 一 样 ， 七 面体 各 过 连 征 变形 也 能 变 成 一 个 简单 而 朋 
合 的 曲面 。 这 种 曲面 称 为 a (图 289)， 是 斯 泰 纳 
(Steiner) 研 究 过 十 的 。 像 七 面体 一 样 这 种 曲面 自 效 于 三 条 相互 垂 


图 289 5 
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站 的 线段 。 它 的 方程 以 直角 坐标 表示 时 是 
V2 ty + ryz=0, 

可 见 它 是 四 阶 的 曲面 。 - 

七 面体 除了 有 侦 数 连通 庶 和 自 交 线 外 ， 还 有 前 此 我 们 未 讨论 
过 的 另 一 重要 性 质 . 裔 想 七 面体 是 用 溃 膜 作 的 。 有 一 个 会 咎 的 小 动 
物 , 例如 甲虫 , 从 曲面 上 的 一 点 己 开 始 爬 行 。 在 薄膜 的 另 一 傅 正 对 
着 已 点 有 另 一 点 也 一 一 如 采 薄 膜 换 成 原来 的 几何 曲面 , 那 末 P 就 
和 已 重 合 了 。 可 能 有 人 会 这 样 想 ， 甲 虫 若 不 在 薄膜 的 某 处 旷 破 一 
个 洞 束 不 能 从 忆 点 候 到 P' 点 。 对 于 我 们 从 前 讲 过 的 球面 和 一 切 
“图 蚀 来 谣 ， 情 形 确实 是 这 样 的 ， 可 是 对 于 七 面体 来 说 就 不 对 了 。 
在 平行 于 图 290 的 平面 的 正方 形 面 朝 着 观察 者 的 一 侧 上 选择 一 点 
P, 作 为 甲虫 的 出 发 点 (图 290)。 考 虑 七 面体 上 从 已 点 出 发 越过 也 
2) 3, 4 诸 栈 又 问 到 原来 正方 形 面 的 一 条 道路 。 显 然 甲 贝 从 正方 形 
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面向 前 的 一 侧 开始 , 顺 着 这 条 道路 执行 , 越过 标号 4 的 楼 到 达 原 正 
方形 面 的 背后 。 甲 虫 当然 要 在 三 个 地 方 罕 过 注 腊 ， 但 每 浆 被 钻 穿 
的 面 力 是 在 七 面体 自 交 线 上 阻碍 交通 的 那个 面 ， 而 不 是 甲虫 在 共 
上 有 疏 行 的 面 。 
由 于 这 种 理由 , 七 面体 称 为 单 侧 曲面 , 而 球面 和 前 面 讲 过 的 各 
种 “图 饼 ” 称 为 双 个 曲 面 。 此 种 分 类 法 也 适用 于 有 边 可 曲面 。 识 想 
有 边 焰 曲面 也 是 由 薄膜 制 成 的 ， 试 决定 在 薄膜 上 有 没有 从 一 个 出 
发 到 另 一 便 的 通路 , 中 途 不 许 越过 边 各 , 也 不 许 穿 过 薄膜 。 如 有 这 
种 通路 存在 , 则 曲面 称 为 单 便 的 , 否则 称 为 双 侧 的 。 前 此 我 们 计 莉 
过 的 所 有 有 边 类 曲面 , 例如 图 面 , 都 是 双 侧 的 。 但 是 也 可 以 举 出 一 
个 比 七 面体 更 简单 的 有 边 统 的 单 全 
和 曲面 的 例子 , 这 就 是 默 比 斯 带 。 默 氏 
2 带 可 用 一 张 硼 长 的 长 方形 靳 条 作 
图 291 成 , 如 图 291 所 示 。 把 两 边 4B 和 CD 
粘 起 来 ， 使 4 和 C 重 合 , 刀 和 思 重 合 , 则 
得 到 一 圆 简 形 带 ， 如 前 所 述 。 这 是 双 便 
有 边 焰 曲面 , 另 一 和 省 丰 两 示人 
前 ， 把 一 端 相对 于 另 一 端 扭转 180， 
后 再 使 4, 站 重合 ，B 刀 重合 ， 项 得 
比 斯 带 的 模型 (图 292)。 容 易 看 出 , 这 种 
曲面 是 单 侧 的 。 因 为 ， 在 两 端 烙 合 之 前 
作 一 条 直 钱 ,此 方 吝 是 PP", 平行 于 带子 
的 长 边 , 则 在 两 端 粘 合 之 后 , 惠 禾 PP' 就 变 为 从 带子 一 个 到 另 一 个 
的 通路 QQ'D。 


中 下 面 的 两 个 性 质 也 显 出 默 瞩 斯 带 与 图 简 形 带 不 同 之 点 。 第 一 , 默 氏 带 的 边 秋 
古 一 条 有 闭 曲 矿 , 加 简 彩带 的 边 煌 是 两 条 并 由 简 。 第 二 ， 默 二 带 沿 曲 可 88' 剪 开 后 不 分 
离 , 图 简 形 带 则 不 是 这 样 。 
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单 便 曲 面 也 可 以 用 另 一 种 重要 的 拓扑 概念 来 列 划 ， 而 不 必 候 
借 曲 面 是 由 薄膜 制 成 的 。 谱 想 任 一 给 定 曲面 上 的 每 一 点 (边缘 上 
的 点 除外 ， 如 果 有 的 话 ) 被 完全 在 这 曲面 上 的 一 条 小 于 曲线 所 包 . 
围 。 现 在 对 所 有 的 这 些 曲线 如 此 规定 指向 ， 使 充分 靠近 的 二 曲线 
的 指向 相同 。 如 果 规 定 这 样 一 种 行进 的 指向 是 可 能 的 ， 则 称 这 样 
的 一 个 规定 为 曲面 的 一 个 定向 ， 而 曲面 称 为 可 定向 的 。 现 在 我 们 
证 明 , 单 便 曲 面 不 可 定向 。 为 了 证 明 , 我 们 考虑 和 曲面 的 单 侧 性 等 
价 的 一 条 半路。 上 比如 说 , 在 默 比 斯 带 上 选 好 一 条 道路 QQ', 其 中 的 
@ 和 二 点 还 是 当 作 盖 合 的。 让 我 们 给 8 指定 一 个 指向 。 指 向 
刍 释 确定 , 在 整个 道路 QQ 上 就 一 直 沿用 它 。 这 样 , 当 动 点 又 来 到 
Q'=@ 时 , 则 件 随 8' 的 指向 必 同 8 的 相反 。 假 如 上 默 比 斯 带 是 可 定 
向 的 ， 这 种 现象 便 不 会 发 生 。 所 有 别 种 形式 的 单 侧 曲 面 也 和 默 氏 
带 有 类 似 的 情况 。 反 转 来 也 可 以 证 明 ， 所 有 双 侧 曲面 都 是 可 定向 
的 。 由 此 可 知 , 曲面 的 双 侧 与 单 侧 之 分 , 和 曲面 的 可 定向 与 不 可 定 
向 是 一 回 事 。 

容易 懂得 , 曲面 之 不 可 定向 , 等 价 于 曲面 上 存在 一 条 闭 曲 线 s， 
当 圆 心 在 这 条 曲线 上 速 续 运动 时 ， 有 指向 的 小 圆 带 着 相反 的 指向 
回 到 出 发 点 (例如 图 292 中 的 曲 厂 @O)。 在 这 样 的 烛 面 上 ， 沿 着 
曲线 s 的 一 个 行进 , 虽然 没有 越过 曲线 , 也 将 达到 它 的 另 一 侧 。 由 
于 这 种 原因 ，8 称 为 单 岸 曲 黎 。 虽 则 一 个 可 定向 的 曲面 上 所 有 的 
曲线 都 是 双 岸 的 , 但 单 举 并 曲 黎 的 存在 却 是 不 可 定向 曲面 的 特征 。 
曲面 的 单 侧 性 同 曲 面 上 存在 单 岸 曲线 是 等 价 的 。 前 一 性 质 涉及 曲 
面 在 空间 中 的 位 置 , 后 一 性 质 涉及 曲线 在 曲面 上 的 位 置 。 

七 面体 有 自 交 线 ， 这 一 点 跟 默 比 斯 带 不 同 。 那 么 试问 任何 单 
侧 天 曲面 是 不 是 都 自 交 呢 ? 假如 曲面 只 有 一 侧 ， 就 不 可 能 把 空间 
的 一 部 分 同 其 余 的 部 分 分 开 , 即 不 能 把 空间 分 为 “内 ”外 ”两 部 ,不 
提交 的 天 曲面 是 不 可 想像 的 。 事 实 上 , 所 有 单 便于 曲面 都 粟 自 交 。 
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不 过 这 名 话 的 证 明 , 必须 另 谍 途 径 。 

莽 不 是 说 无 其 什么 曲面 的 自 交 都 是 拓扑 性 质 。 例 如 ， 考 虑 图 
293 所 画 的 昌 线 统 虚 线 为 轴 旋 转 而 得 的 曲面 。 这 一 曲面 有 日 交 线 ， 
即 点 攻 所 作 的 图 。 但 册 面 经 连 纺 变形 , 可 变 成 如 图 294 中 的 曲线 所 


一 一 


GC 


图 293 图 294 

产生 的 回转 曲面 。 当 然 这 个 曲面 没有 自 交 线 ， 因 此 同 球 面 等 价 。 
反 过 来 球面 也 可 以 经 过 变形 而 变 为 第 一 个 回转 曲面 。 由 此 可 见 ， 
委 交 线 的 存在 不 一 定 就 表示 拓扑 性 质 。 在 这 个 例子 里 ， 自 交 线 作 
成 一 于 曲 纺 。 另 一 方面 , 七 面体 的 自 交 稻 有 大 个 端点 , 即 七 面体 的 
大 个 顶点 。 这 些 点 其 实 应 蔷 当 作 奇 点 看 待 。 因 为 曲面 上 任何 正则 
点 的 邻 域 总 可 驾 过 变形 而 成 为 圆 面 ， 但 对 七 面体 项 点 的 邻 域 则 不 
可 能 这 样 作 (参考 图 288) 。 所 以 七 面体 有 大 个 奇 点 。 从 这 里 双 引 
出 一 个 问题 : 有 没有 无 奇 点 的 单 侧 闭 曲面 呢 ? 


有 的 ， 这 样 的 曲面 第 一 次 被 克 来 因 发 现 。 我 们 从 一 个 两 头 开 
于 的 管子 出 发 (图 295)。 前 面 讲 过 从 这 种 管子 可 得 到 环 面 : 把 管 
子 弯 用 , 一 让 弯曲 到 两 端 相 过 , 然后 将 二 图 口 烙 在 一 起 。 
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现在 我 们 改 用 另 一 
种 方法 将 两 端 粘 合 。 先 
将 管子 的 一 端 捏 得 比 另 
一 端 稍 胃 一些， 将 旨 的 
一 端 掉 过 头 来 插 大 粗 的 
一 端的 管 壁 肉 ， 使 二 瓶 图 296 
口 作 同 心 图 状 (图 296)。 随 后 将 小 口 放大 , 大 口 缩 小 ,使 二 口 重合 
在 一 起 。 最 后 把 它们 粘 
起 来 。 这 样 得 到 的 曲面 
没有 任何 奋 态 ; 它 叫 做 
克 来 因 曲 面 (也 中 做 “ 克 
来 因 瓶 ”)， 共 形状 如 图 
297。 这 种 曲面 显然 是 
单 侧 的 ， 并 且 在 得 端 播 
信 管 壁 处 沿 一 于 曲线 和 白 交 。 

第 一 个 单 侧 闭 曲面 的 例子 一 一 七 面体 ， 跟 前 面 半 前 过 的 各 种 : 
双 侧 于 曲面 不 同 的 地 方 ， 在 于 七 面体 有 偶数 的 连通 度 。 那 么 我 们 
可 不 可 以 抱 着 同样 的 希望 , 说 克 求 因 瓶 的 连通 度 也 是 偶数 的 呢 ? 不 
可 以 。 事 实 上 克 来 因 瓶 的 连通 讼 跟 环 面 一 样 , 是 3。 为 了 证 明 , 我 
们 也 可 以 象 对 待 环 面 那样 , 来 选择 克 来 因 瓶 的 典型 截 口 组 。 可 以 选 
择 叛 子 两 端的 接 敬 作为 组 中 的 第 一 条 团 曲线 。 沿 着 这 条 曲线 前 
开 , 把 曲面 拉 查 使 成 为 图 简 形 , 然后 选择 贺 简 上 的 一 条 母线 作为 粗 
中 的 第 二 条 曲线 。 沿 着 这 条 母线 将 曲面 前 开 ， 于 是 克 来 因 瓶 就 变 
为 矩形 , 象 环 面 一 样 。 再 过 矩形 边 红 上 任意 两 点 作曲 简 , 曲面 就 被 
分 成 两 片 了 。 应 用 连通 度 的 一 般 定义 于 克 来 因 瓶 , 可 知 有 一 1=%,， 
故 天 = 3, 这 正 是 我 们 要 证 明 的 。 

现在 , 我 们 已 能 以 不 局 的 方式 登 合 和 矩形 (或 正方 形 ) 的 对 边 , 得 
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出 五 种 不 同 的 曲面 ,下面 的 表 列 出 这 五 种 曲面 及 其 相应 的 特征 。 
其 中 有 关 投 影 平面 的 部 分 , 以 后 将 予以 证 实 。 


[| | 国 简 面 | 二 条 边 娄 曲 入 | k=2 双 倒 的 : 
[7 默 必 基带 | 一 条 边 称 曲 悉 | =2 | 单 侧 的 
上 环 面 | 于 曲 面 | 2&=3 双 所 的 
FH 克 来 因 叛 | 并 曲 面 | h=8 | 单 全 的 
Be 投影 平面 | 六 曲 面 | k=2 单 便 的 


这 张 表 指 出 ， 默 此 斯 带 的 模型 可 以 从 克 来 因 曲 面 消去 一 粗 对 
边 的 倒 合 关系 而 得 出 。 因 此 一 定 能 够 把 克 来 因 泪 沿 着 一 条 适当 先 
择 的 于 曲线 剪 开 , 使 成 为 默 比 斯 带 。 至 于 如 何 前 法 , 留 给 读者 作为 
练习 (用 模型 来 就 )。 图 298 表示 用 另 一 种 方法 把 克 来 因 交 前 成 二 
条 英 氏 带 。 建 芒 臣 者 作出 正方 形 模型 的 对 应 演变 过 程 。 

在 我 们 讨 葵 过 的 一 些 单 侧 阴 曲面 里 爱 通 度 为 偶数 的 (例如 
七 面体 ), 也 有 连通 度 为 奇数 的 (例如 克 来 因 瓶 ); 另 一 方面 , 我 们 讲 
过 的 一 切 双 侧 开 曲面 的 连通 度 都 是 奇数 。 进 一 步 可 以 证 明 ， 并 无 
加 通 度 为 偶数 的 双全 曲面 。 

正 像 正 方形 一 样 ， 一 切 其 他 的 正 4 边 多 边 形 也 可 以 用 不 同 
的 合 合 方式 由 它 得 出 许 放 多 多 的 曲面 模型 ， 其 中 包括 有 边 各 和 无 


由 ”在 投影 空间 里 单 叶 双 曲 面 看 作 是 在 无 穷 远 连 通 的 于 曲面 。 从 这 种 观点 出 发 ， 
青 参 考 这 张 表 , 访 者 可 以 决定 单 叶 冯 曲 面 是 与 克 来 因 瓶 还 是 与 环 面 等 价 。 


\§ 461 单 侧 曲 面 


图 298 a 


图 293 也 


边 弥 的, 单 侧 和 双 侧 的 。 如 果 在 图 299 上 的 48 
和 CD 是 4p 边 形 中 将 机 营 合 的 三 边 , 则 有 两 种 
可 能 的 又 合 方式 : (1) 连 缚 对 应 点 的 三 入 线 不 相 
交 ， (2 这 样 的 二 直线 相交 。 例 如 在 儿 299 上 ， 
第 一 种 情形 由 县 合 4 C 而 得 , 第 二 种 情形 由 登 
合 五 ) 刀 而 得 。 现 在 我 们 断 车 : 如 果 42 边 形 的 
任意 二 边 是 按照 第 二 种 方式 对 应 的 ， 则 无 论 其 
他 的 边 如 何 对 应 , 所 得 的 曲面 永远 是 单 便 的 。 
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为 了 证 明 这 甸 新 , 我 们 利用 第 305 页 上 介绍 的 方法 , 即 证 明 多 
边 形 所 代表 的 其 而 不 可 定向 。 设 P 和 P' 是 存 瑟 合 中 4B 和 CD 上 
的 二 对 应 点 (图 299)。 那 未 直 秀 PP 代表 曲面 上 的 一 条 开路。 用 
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玉 代 表 在 曲面 上 上 治 这 条 路 线 运 动 的 一 点 , R 先 释 过 PP 又 由 P' 回 到 
原 处 。 让 我 们 给 曲面 上 户 操 指定 一 个 移行 指 加 ， 这 个 指向 在 及 行 
进 时 没有 任何 不 速 名 的 变化 。 为 此 我 们 以 有 为 图 心 作 一 小 国 ， 共 
以 入 头 表示 它 的 指向 ， 把 小 图 随 着 连 绕 移动。 只 要 整个 国 在 4p 
边 形 肉 ， 它 就 是 多 边 形 代 表 的 曲面 上 一 并 曲线 的 象 。 当 玉 接 近 己 
时 , 只 有 贺 弧 ST 仍 留 在 4p 边 形 内 。 要 想得到 曲面 上 半幅 线 的 象 ， 
必须 利用 在 直线 CD 上 和 5S,7' 对 应 的 点 S，,T"。 但 因为 4B 和 CD 
的 一 合 是 第 二 类 的 ，S 入 在 直线 PP 的 不 同 侧 ， 人 和 了 全 也 如 
此 。 这 样 一 来 ， 在 昌 面 上 带 有 和 缆 行 指向 的 于 曲线 由 二 有 向 跌 
ST 和 DN' 代表 。 当 五 村 到 P 然后 从 P' 回 到 原来 位 置 时 这 条 姐 
栈 没 有 不 连锁 的 变化 。 随 着 动 点 有 与 PP 的 距离 逐渐 增加 ， 弧 ST 
逐渐 洽 失 , 而 听 ST' 变 为 整个 贺 。 但 是 这 图 的 指向 同 原 来 图 的 相 
反 , 这 就 证 明了 曲面 是 不 可 定向 的 。 

作为 这 个 定理 的 特例 ， 我 们 得 到 投影 于 面 是 单 侧 的 精 论 。 因 
为 , 在 投影 焉 而 模型 里 ,所 有 的 对 应 关 和 采 都 是 第 二 类 的 。 

肥 转 来 容易 证 明 , 如 果 所 有 的 对 应 关系 是 第 一 类 的 , 则 模型 永 
远 代表 双 侧 有 曲面 。 

我 们 已 经 从 球 的 表面 得 出 投影 平面 模型 , 另 一 方面 , 我 们 见 过 
克 来 因 瓶 同 环 面 也 有 关系 ， 虽 然 这 种 关 未 不同 于 球面 和 投影 平面 
的 关系 。 我 们 现在 指出 ， 素 实 上 也 可 以 在 克 来 因 瓶 和 环 面 之 问 建 
立 像 球 面 与 投影 平面 之 则 一 样 的 对 应 关系 。 一 般 地 ， 对 任何 单 侧 
曲面 , 必 有 一 双 侧 曲面 同 它 对 应 。 

”要 想 从 球面 得 到 投影 斑 面 , 必须 把 球面 的 对 径 点 至 合 起 来 ( 参 
看 第 337 和 297 页 )。 现 在 我 们 把 类 似 的 作法 应 用 于 环 面 。 从 环 
面 任 一 母 几 的 圆心 作 环 面 的 轴 的 垂 线 。 这 二 直线 的 交点 形 呀 做 鲍 
面 的 中 心 ( 图 500)。 裔 已 是 环 面 上 的 任 一 点 , 则 己 对 于 下 点 的 对 称 
点 也 必 在 环 面 上 。 环 面 上 每 对 对 于 太 点 对 称 的 点 咱 做 对 径 避 。 


[47] 作为 阴 上 曲面 的 扩 影 平面 311 
把 每 对 对 径 点 看 作 一 点 ， 环 面 就 变 成 一 新 的 则 面 了 , 邻 证 明 玉 便 是 
死 求 因 手 。 

坛 考 感 环 面 上 的 一 母 i 
贺 。 这 有 母 图 对 应 第 二 个 母 
图 , 如 图 300 所 示 , 二 母 图 
把 环 面 分 成 两 插 。 出 面 开 
是 由 去 掉 环 面 的 一 和 全， 共 | 
把 剩 下 的 一 从 的 边 毕 邮局 图 300 
上 的 太 如 图 上 指出 的 方式 县 合 而 成 的 。 相 念 地， 我 们 多 爸 用 企 球 
面 代 莅 球面 来 构成 投影 下 面 。 考 虑 到 二 符合 图 的 焰 行 指向 ， 可 知 
守 环 面 出 芝 合 而 变 成 克 求 因 瓶 。 

显然 第 二 个 定 环 站 可 以 复 盖 在 第 一 个 持 环 面 上 ， 使 原来 的 每 
对 对 径 点 现在 都 重合 。 但 是 ， 这 里 必须 把 第 二 个 宇 环 面 的 里 面 斋 
到 外 生来 , 像 翻 手套 一 样 。 如 果 各 把 这 两 个 补 环 面 粘 起 求 , 最 后 就 
得 双重 复 盖 的 到 来 因 狐 由。 由 于 这 种 理由 ， 环 面 可 叫做 克 来 因 颍 
的 双 叶 复 盖 曲 面 。 同 理 ， 球 面 叫做 投影 平面 的 双 叶 复 盖 则 面 。 一 
般 地 可 以 证 明 ， 每 一 单 侧 曲 面 有 一 冯 侧 曲面 作为 它 的 双 叶 复 蔓 
直面 。 


§ 47。 作 为 第 曲面 的 投影 丕 面 

为 了 决定 投影 下 而 的 可 通 度 ， 我 们 应 用 多 面 4 _ 
体 的 欧 拉 定理 于 正方 形 模型 。 通 过 正方 形 的 中 心 
点 下 (图 801) 作 两 边 的 平行 线 PO 和 RS。 于 是 “ 
正方 形 被 分 为 四 个 小 正方 形 1 2 3, 4。 册 于 大 正 一 
方形 的 王 合 关系 ， 正 方形 1 和 3 表示 投影 下 面 的 图 30t 

D 这 种 作法 不 能 从 环 面 的 简单 变形 得 到 。 必 须 把 环 面前 成 两 中 , 把 一 后 的 里面 
惠 到 外 面 来 。 
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同一 和 多边形 。 则 理 , 对 于 正方 形 2 和 4 也 是 一 样 。 其 次, 线段 PH 
和 @ 民 必须 看 成 一 个 楼 , 因为 已 和 名表 示 同 -- 个 点 。 同 样 , RN 和 
SM 也 应 恋 看 作 一 个 楼， 因为 请 和 5 下 示 辐 一 个 点 。 硕 点 只 有 一 
个 ; 即 戏 。 因 此 在 欧 拉 公式 里 须 全 
E=1, K=2, FP=2. 
代入 公式 后 , 得 五 一 散 十 了 二 1 = 二 3 一 和 从 而 得 找 影 平面 的 连通 度 是 
2, 这 正 是 第 308 页 胡 中 所 列 内 的 。 

在 解析 投影 几何 里 ， 用 三 线 坐 标 可 得 投影 平面 的 另 一 种 划分 
法 。 这 种 划分 法 如 图 302 所 示 ， 其 中 当 作 投影 平面 的 模型 的 不 是 
正方 形 面 而 是 图 面 ， 不 通过 同一 点 的 三 个 疾 弧 划分 图 面 为 七 个 区 
域 。 假 定 每 个 图 弧 交 图 周 于 二 对 径 点 ， 从 而 区 域 2 和 5 表示 一 个 
三 角形 , 3 和 6, 4 和 7 也 各 表示 一 个 三 角形 。 可 以 看 到 , 不 通过 辣 


一 点 的 任何 关系 直线 必 如 此 划分 投影 平面 为 四 个 三 角形 @。 现 在 
将 五 一 3 KK 二 6, 了 =4 代 代 欧 拉 公式 里 , 也 得 到 有 = 一 2。 


图 302 图 303 
我 们 双色 把 正方 形 模型 的 对 边 粘 合 而 得 环 面 和 克 来 因 浇 ， 应 
用 同样 的 方法 ， 也 可 以 由 正方 形 模型 得 到 投影 平面 。 为 此 先 把 正 
方形 变形 使 成 球面 , 挖 去 一 小 块 四 边 形 4BCD (图 303)。 再 把 4B- 


@ 在 图 301 和 302 上 表示 的 投影 平面 的 划分 , 以 前 在 第 149 页 和 第 1532 真 售 作 
为 八 面体 的 投影 而 得 出 。 


L § 471) 作为 六 曲面 的 投影 平面 313. 


和 CD 粘 合 , D4 和 BC 粘 合 。 这 一 步 可 以 这 样 做 : 提高 4 和 C, 拉 
下 和 D, 然后 将 这 二 对 点 分 别 合 在 一 起 (图 304)。 车 果 就 得 出 自 
区 于 一 直线 的 于 曲面 (图 305)。 这 曲面 跟 搜 影 平 面 拓扑 等 价 。 
的 确 存 在 具有 这 种 形状 的 代数 曲面 (图 306), 其 方程 为 
Riz + Koy) 022 十 扫 二 好) 一 2z(22 gy) =0. 
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图 304 图 305 


这 个 曲面 同 微分 几何 中 一 个 作 图 有 关 。 我 们 从 任 一 曲面 上 曲率 
为 正 的 一 点 开始 。 作 古 点 处 所 有 正 苓 口 的 曲率 团 (参考 第 187 一 
189 碳 )。 旧 这 族 图 所 扫 过 的 曲面 就 如 图 306 所 未 ， 而 它 的 自 交 线 
全曲 面子 在 已 点 的 法 线 的 一 段 。 上 列 方 程 系 对 于 直 角 坐 标 系 而 
癌 , 此 坐标 对 以 尸 为 原点 , 以 昌 面 下 在 已 点 处 的 二 主 方向 为 & 理 和 
2 畦 ,1 和 ks 则 为 正在 尸 点 的 主 曲 秦 。 


图 306 a “图 3065 
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和 如果 我 们 再 从 图 304 出 发 ， 但 现在 只 把 4B 和 C2 粘 合 而 不 
把 D4 和 BC 粘 合 , 便 得 玫 跟 默 比 斯 带 拓 扑 等 价 的 曲面 。 因为 这 种 
矢 合 对 过 的 方式 , 根据 定义 , 正 是 变换 正方 形 为 默 必 斯 带 的 登 合 方 
式 。 新 曲面 的 边 系 有 条 从 D4 和 BC 得 来 。 但 因为 4 和 C 重合 ,5 
和 刀 重 合 , 所 以 这 二 弧 做 成 一 闭 烛 线 , 这 曲线 的 形状 ， 百 以 一 牙 
方 襄 一 一 作成 图 形 (图 307)。 显 
然 这 个 曲面 没有 自 交 线 。 在 4,0 


图 307 图 %8 

和 B,D 和 全 的 二 版 处 ;小 育 的 册 率 不 注入 但 若 把 这 两 点 的 邻近 
i 加 以 变形 ， 则 得 一 到 处 连续 
弯曲 的 曲面 。 图 308 和 309 
表示 这 种 曲面 。 

这 样 的 曲面 ， 尽 管 边 入 
是 图 形 的 , 却 不 能 拿 它 作 容 
器 用 , 因为 它 是 单个 的 ,没有 
内 外 部 之 分 。 

假若 插入 一 圆 面 将 曲面 
封闭 ， 便 重新 得 到 投影 平面 
图 309 横 的 型 ， 这 一 点 不 难 从 图 


ov : 人 人 
eh: -六 
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307 和 305 看 出 来 。 反 过 来 , 如 果 从 投影 焉 面 的 模型 按 掉 一 片 辕 面 ， 
猪 采 得 一 默 比 斯 带 的 模型 。 控 开 的 洞 不 管 在 图 305 的 曲面 上 什么 
地 方 痢 可 以, 因为 球面 上 各 对 对 径 点 是 类 似 的 , 投影 平面 上 各 点 的 
人 
特别 显眼 的 形象 ,这 曲面 名 为 “交叉 贝 ”, 如 图 310 所 示 。 交 又 帆 是 
以 加 周 为 边 绢 的 一 种 新 的 当 必 斯 带 芍 模型 。 虽 然 天 而 是 单个 的 
可 契 中 然 能 住 容器 的 次 子 用 。 鞭 所 以 可 能 , 是 因为 它 有 自 交 线 。 


图 310 图 311 
假如 将 交叉 幅 沿 自 挛 嫉 藤 开 , 再 作 适 当 的 变形 , 精 果 得 一 有 四 
过 形 孔 或 甘 彩 孔 的 图 面 : 这 只 要 把 图 303 一 3505 上 的 变换 道 推 即 
得 。 因 此 我 们 可 从 介 于 二 同心 图 的 平面 域 出 发 ， 把 小 图 的 每 对 对 
径 点 粮 合 起 来 而 得 出 默 必 斯 带 的 模型 (图 311)。 最 初 看 来 ， 似 平 
认 不 出 这 图 形 所 代表 的 曲面 就 是 在 第 308 页 表 上 正方 形 模型 所 代 
灼 曲面 。 但 是 正方 形 模型 确实 可 以 从 图 311 得 出 ; 把 平 环 面前 
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成 两 人 秆 ( 图 312), 加 以 变形 (图 313), 翻转 一 中 ( 即 对 钴 图 313 上 e 
和 5 的 位 置 ), 最 后 把 原来 在 一 起 的 一 部 分 村 实在 地 粘 合 ， 另 一 部 
分 则 抽象 地 作成 对 应 (图 314)。 

在 我 们 的 投影 平面 的 模型 里 , 有 两 点 自 交 和 线段 的 端点 -一 
是 奇 点 。 鲍 埃 (W. Boy) 作成 了 投影 平面 的 饶 无 奇 点 又 处 处 过 炽 
弯曲 的 模型 。 

为 了 作 鲍 埃 曲 面 ,我们 不 从 正方 形 开 始 ， 而 从 正六 边 形 开始 。 
ZX 边 形 边 综 上 的 对 径 点 仍旧 当 作 是 亚 合 的 。 把 大 边 形变 形 使 成 球 
面 , 球面 上 有 一 球面 正六 边 形 孔 。 新 图 形 跟 原 来 的 大 边 形 一 样 , 可 
剂 分 为 对 于 一 轴 对 称 (图 315) 的 三 片 合同 图 形 。 然 后 ， 把 三 片 分 
网 , 每 片 再 猎 一 次 变形 。 至 于 如 何 变形 , 等 一 下 再 讲 。 如 此 我 们 得 
到 三 所 合同 的 成 某 种 形状 的 曲面 , 把 它们 拼 在 一 起 , 最 后 得 到 鲍 埃 
曲面 。 这 上 曲面 也 有 三 重 对称 轴 。 自 然 ， 这 一 方 业 的 目的 就 羡 设法 
营 合 球面 的 六 边 形 润 的 楼 上 的 对 径 点 。 

首先 , 把 一 片 曲面 ScAaBbCdS( 图 315) 的 三 点 4, BC 重合 在 


图 315 图 316 


和 处 (图 316), 但 不 当 作 是 又 合 的 ， 因为 不 符合 原来 的 到 合 规则 。 
现在 保持 点 5S, 入 和 楼 bc,a 不 动 , 把 于 栈 4 提高 (图 317) 到 如 图 


( § 47) 作为 久 曲 面 的 投影 平面 317- 


318 的 位 置 。 在 这 一 步 手续 中 oa 加 的 部 分 曲面 自然 要 拉 长 一 些 ， 
使 它 几 乎 成 为 平面 。 然 后 把 弧 团 5 (图 318) 向 布 上 方 拉 ， 使 它 处 


图 318 


于 刚才 所 襄 的 那 部 分 曲面 的 下 面 ， 如 
图 319 上 的 位 置 。 这 最 后 的 位 置 应 使 
| 环 c, a 会同, 弧 图 ,5 合同 , 并 且 当 曲 


面 磅 轴 SN 作 -3- 角 的 施 转 (如 图 中 所 


画 的 指向 ) 后 , 6c 重合 于 5 重合 于 4 
(图 319)。 我 们 再 作 一 片 与 第 一 片 合 
闻 的 模型 ， 它 的 对 应 部 分 以 gc,8 代 
者 。 把 这 片 模型 粘 在 第 一 片上 , 使 Z 和 
2 重合 (而 且 S 和 43 重合, Y 和 六 重 
合 )。 于 是 w 和 5 自然 重合 。 把 这 二 
楼 类 在 一 起 。 现 在 ， 这 两 片 模型 的 搂 
链 黎 和 2 变 为 新 曲面 的 自 交 线 ， 从 图 
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319 上 可 以 看 出 。 新 曲面 的 边缘 由 ca,b 和 d 姐 成 , 这 只 要 回头 看 
看 原来 的 正方 形 即 可 知道 (图 320)。 
显然 ， 我 们 还 可 在 这 条 边缘 上 类 上 第 
三 片 模型 ,使 4 和 c” 重合 % 和 5b 重 
合 , 2 和 a” 重合 ,ce 和 重合 (记分 的 
意义 同 前 )。 至 此 ， 鲍 埃 曲 面 塑造 成 
了 。 从 图 320 上 容易 看 出 ， 勉 埃 曲 面 
跟 投 影 平 而 等 价 。 图 321 条 用 金属 多 
粳 纳 的 网 状 模型 。 盟 面 的 卓 区 线 二 
图 320 三 个 弧 圈 的 曲线 , 它 通 过 六 点 , 面 且 同 
整个 曲面 一 样 , 对 称 于 SN 轴 。 人 和 仔细 分 析 图 320, 可 知 有 三 厂 曲 面 
通过 NN 点 。 这 三 片 曲 面 在 六 点 有 连续 邹 面 的 必需 和 充分 的 条 件 是 
在 绝 圈 的 大 个 问 点 汇聚 的 六 处 有 三 条 相互 垂直 的 切 能 。 如 乐 胡 面 
在 其 他 接 链 的 地 方 有 绵 较 或 曲率 不 加 各 的 情形 ， 可 把 曲面 型 玫 洒 
除 掉 。 在 图 312 上 ， 模 型 的 自 交 线 以 记 人 金属 彝 做 成 。 至 于 其 他 的 
粗 金属 嫩 只 是 为 了 作 支 架 之 用 ,这 个 模型 用 一 个 螺 蔚 杀 色 在 S 点 。 
模型 与 我 个 的 作法 之 间 的 关系 , 看 图 321 便 十 分 了 然 。 


\ § 48] 有 限 连 通 度 曲面 的 标准 形式 319 


根据 前 面 的 讨论 ， 
知 鲍 埃 曲 面 的 萄 面 象 处 处 
连续 。 可 展现 在 还 没有 天 
请 楚 球 面 名 是 怎样 分 布 
的 。 假 定 我 们 从 任意 法 矢 
量 出 发 , 连续 作出 象 点 , 则 
由 于 曲面 是 单 侧 的 ， 玫 于 
图 321 ec 会 达到 这 站 
和 关 量 。 这 样 , 在 球面 跨 射 之 下 ， 
en 
一 对 对 径 点 。 但 由 于 在 这 
ee 过、 

回 投影 平面 ， 可 见 鲍 埃 曲面 的 ， 
球面 类 示 产生 投影 平面 到 自身 
的 映射 。 当 然 吴 射 不 是 祖 互 单 
值 的 ， ee 
个 点 对 应 球面 上 点 。 


8$48， 有 限 连 通 度 向 而 的 标准 形式 

我 说 把 所 有 能 互相 拓 提 映射 的 曲面 划 为 一 类 。 具 有 有 限 巡 道 
度 的 属于 同一 类 的 二 曲面 , 其 必需 条 件 为 : 

1) 二 曲面 或 者 都 是 闭合 的 , 或 者 有 同样 数目 的 边 稼 曲线 。 

2) 二 曲面 或 者 都 可 定向 , 或 者 都 不 可 定向 。 

3) 二 曲面 的 连通 度 相等 。 

第 一 个 条 件 的 必需 性 很 明显 。 第 二 个 条 件 的 必需 性 可 以 这 样 
表述 : 凡 可 以 拓扑 映射 成 可 定向 曲面 G 的 曲面 及 ， 它 本 身 也 必 可 
定向 。 在 这 种 说 法 下 , 命题 容易 证 明 。 事 实 上 , 曲面 G 的 定向 多 过 


3 
丘 盾 映射 而 变 为 五 的 定向 。 同 样 容 易 推 证 第 三 条 件 的 必需 性 : 上 曲 
面 的 连通 度 决 定 曲 面 的 截 只 和 组 的 存在 , 而 在 拓扑 映射 之 下 , 昌河 上 
的 截 口 组 和 曲面 象 的 截 口 组 的 构造 是 一 样 的 。 

进一步 研究 表明 ， 上 上 上述 三 个 条 件 对 于 保证 二 曲面 可 以 相互 拓 
扑 了 映射 也 是 充分 的 。 因 为 如 果 已 知 给 定 的 曲面 为 可 定 闯 或 不 可 害 
问 的 , 又 知 其 边 炮 聘 线 数 和 连通 度 , 那么 就 可 以 仿照 环 面 和 违 通 度 
为 5 和 "7 的 可 定向 于 曲面 的 办 法 (参看 第 298 一 300 页 的 图 232 一 
287), 沿 适 当 的 截 口 租 把 曲面 切 开 , 切 开 后 曲面 总 可 以 变 为 有 一 部 
或 全 部 楼 是 巷 合 的 多 边 形 。 截 日 粗 的 构造 ， 以 及 多 边 形 的 杰 数 和 
梭 的 合 合 方式 ， 完 全 取决 于 上 述 三 个 条 件 。 因 此 二 则 面 如 朵 同时 
符合 三 个 条 件 , 其 必 能 继 过 拓扑 上 映射 而 变 成 同一 多 边 形 域 , 因而 能 
相互 拓扑 映射 。 

授 照 以 上 方式 划分 的 绩 果 ， 瑟 数 为 2 的 可 定向 财 曲 面 变 为 4p 

边 的 多 边 形 ， 共 蕉 合 迪 配对 的 情形 如 

图 322 所 示 。 这 些 4p 边 多 边 形 作成 

代表 所 有 可 害 定向 于 曲面 的 一 个 标准 形 

式 租 ， 办 为 任何 这 类 曲面 的 束 通 度 是 

订 数 有 一 20 二 1。 我 个 昂 过 的 努 外 一 个 

完全 标准 形式 组 是 球面 、 环 面 以 及 有 
图 2 2 个 洞 的 圈 饼 。 

在 图 数 芥 中 有 几 种 黎 曼 曲面 包括 在 这 种 分 类 之 内 ， 虽 然 从 直 
观 形象 看 不 出 这 种 可 能 性 .这 些 曲面 , 类 似 大 多 数 极 小 曲面 的 球面 
象 (参看 第 209 页 ), 把 球面 复 盖 了 好 几 层 , 拜 旦 各 层 在 支点 处 互相 
连通 。 这 些 曲 面 都 是 可 定向 的 ， 因 为 球面 的 定向 可 变 为 复 盖 在 球 

上 和 歼 曼 曲面 的 定向 。 当 且 仪 当面 数 是 代数 画 数 时 ， 对 应 的 狗 曼 
措 面 是 并 合 的 ;所 有 超越 画 数 者 产生 非 并 黎 曼 曲面 。 我 们 不 责 短 
讲 , 有 许多 关于 几何 醒 数 花 的 好 书 可 供 参 考 。 


< § 46) 太 限 过 通 度 曲面 的 标准 形式 321 

对 才 有 边缘 曲面 , 也 可 能 找 出 一 组 多 边 形 , 使 得 边缘 由 有 限 条 
山 线 组成 的 而 且 有 具有 有 限 连 通 度 的 任 一 曲面 ， 都 恰 可 拓扑 地 映 成 
这 些 多 边 形 之 一 。 图 简 面 和 黑 必 斯 常 的 正方 形 模型 羡 这 样 的 多 过 
形 的 两 个 例子 。 对 于 可 定向 的 有 边 税 曲 面 , 还 可 把 球面 . 环 面 和 胃 
饼 随意 控 上 几 个 洞 (第 295 页 图 378), 得 到 更 为 直观 的 标 玲 形式 ， 
为 了 对 于 不 可 定向 曲面 作出 类 似 的 标准 形式 ， 可 以 利用 交叉 幅 ， 
这 种 曲面 我 们 个 多 在 第 314 一 315 页 上 作为 默 必 斯 带 的 模型 而 作 
过 了 。 在 一 球面 上 开 若 二 个 洞 , 然后 用 交叉 帽 把 其 中 的 儿 个 洞 封 半 
起 来 。 任 一 具有 有 限 连 通 度 的 不 可 定向 的 曲面 都 等 价 于 用 这 种 万 
去 作 出 的 曲面 。 交 叉 帆 的 数 月 和 洞 的 数 上 用 唯一 决定 于 边缘 曲线 的 
数目 和 连通 度 。 

交叉 帽 有 一 条 自 灾 厂 和 两 个 梧 点 。 克 来 因 翘 和 篮 埃 曲面 则 迫 
共 了 无 可 点 的 单 侧 曲 面 的 例子 。 关 于 共 他 一 切 不 可 定向 的 并 上 曲面 
是 否 都 能 以 无 奇 点 形式 在 空间 里 实现 的 问题 , 似乎 向 未 解决 了 。 当 
然 这 类 曲面 息 不 能 没有 自 交 嫉 , 这 一 点 我 们 旺 已 提 过 了 。 

然而 ,在 四 准 空 章 内 , 所 有 不 可 定向 曲面 都 可 以 表 作 既 无 奇 点 
双 不 自 交 的 曲面 。 今 用 记 代表 四 维 空间 , 用 局 代表 三 维 空间 .我 
们 可 以 想象 启 安装 在 已 中 就 像 平面 安装 在 及 中 一 样 ,现在 先 在 
恬 中 作 一 个 无 生效 线 和 奇 点 的 交叉 贝 。 为 此 目的 ， 识 想 在 Bs 中 
有 一 交叉 帽 , 并 设想 它 安 装 在 & 中 。 然 后 在 交叉 幅 上 选择 一 个 以 
日 交 禾 为 直径 的 加 面 e (参考 第 314 页 图 307)。 在 Rs 中， 我们 可 
让 任何 图 面 的 圆周 固定 , 而 将 图 面 的 其 他 部 分 弯曲 , 使 所 有 点 都 离 
开 图 面 的 平面 。 同 样 ,在 中 可 把 轩 面 e 变形 成 为 曲面 ,使 图 周 
你 持 在 中 的 交叉 帼 上 不 动 ， 而 了 的 内 部 伸 出 于 Bs 之 外 。 秋 过 
这 区 变形 ， 奖 驻 罩 变 为 局 中 的 曲面 五 , 而 下 显然 是 无 自 交 线 和 奇 

QD 俄 涯 本 将 这 句 话 改 为 "其 他 一 切 不 可 定向 的 表 曲 面 都 能 以 无 奇 点 的 形式 实 

-型 ， 如 时 对 于 克 隶 因明 而 或 能 埃 曲 面 实 上 适当 数目 的 手柄 的 苗 ”。 
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点 的 。 如 采 现 在 我 们 把 有 若干 个 润 的 球 安 交 在 B 中 ， 未 用 交叉 由 
而 用 像 了 那样 的 曲面 来 盖 住 几 个 洞口 ， 那 么 就 得 到 一 租 弃 无 日 交 
线 又 无 奇 上 后、 代表 所 有 有 限 回 通 度 不 可 定向 曲面 的 标准 形式 。 

另外 一 个 问题 是 用 最 低 次 数 的 代数 方程 表达 具有 已 知 拓扑 知 
构 的 曲面 。 例 如 ， 我 们 从 前 讲 过 斯 泰和 纲 曲 面 是 代表 投影 胖 面 的 模 
型 。 那 么 有 没有 代表 艇 埃 昭 面 的 代数 则 面 呢 ? 这 个 问题 人 肖 未 解决 ， 
投影 平面 可 以 实现 为 及 中 的 一 曲面 , 曲面 的 方程 很 简单 ， 而 且 无 
自 交 线 和 奇 点 。 推 导 过 程 见 本 章 附 孙 1。 

拓扑 等 价 问 题 已 经 从 了 地面 推广 到 三 维和 更 高 维 的 结构 。 这 问 

题 引 起 倍 蒂 (BettiD 群 的 研究 。 在 倍 斋 群 戎 里 ， 曲 面 连通 度 和 可 定 
向 性 的 概念 是 从 更 一 般 的 观点 来 处 理 的 。 芒 考 可 以 参考 第 287 页 
脚注 中 所 提 及 的 亚 历 岂 大 罗 夫 的 著作 。 


§ 49。 疗 曲 画 里 成 自身 的 拓 荐 陕 射 ,不 动 点 ,映射 类 ， 
环 面 的 汛 复 六 曲面 

将 曙 面 喘 成 自身 的 最 简单 的 拓扑 有 映射 是 一 个 连续 了 彤 变 ， 它 把 
浊 曾 整个 变 成 自身 ， 这 类 的 上 映射 时 做 形变 。 平 面 到 自身 的 运动 是 
形变 , 但 平面 对 于 一 直线 的 反射 则 是 映射 而 不 是 形变 。 因 为 ， 反 射 
反 转 了 每 个 风 的 指向 , 而 形变 则 不 然 。 

在 映射 之 下 映 成 自身 的 点 时 做 映射 的 不 动 点 ,现在 我 们 证 明 ， 
将 辐 面 (包括 图 周 上 的 点 ) 映 成 自身 的 任何 连 炎 映射， 至 少 有 一 不 
动 点 。 用 反 证 法 证 明 。 假 定 图 面 e 上 有 一 个 将 它 映 成 自身 但 无 不 
动 点 的 连 午 映射 。 那 末 我 们 可 给 e 中 的 每 一 点 了 加 上 一 个 稍 洋 ， 

更 各 闫 的 方向 指 着 象 的 方向 〈 这 个 规则 仅 对 于 不 动 点 本 不 适用 )。 
因为 由 假 规 , 瑞 射 是 违 续 的 , 从 一 点 到 另 一 点 箭头 方向 的 改变 一 定 
也 是 连续 的 。 现 在 考虑 在 网 贿 上 一 点 的 箭头 ， 并 让 这 点 凡 并 时 父 
方 咎 料 风 周一 图 ; 显然 这 点 上 图 的 切线 同时 以 顺 时 余 太 抽 十 了 束 


$549】 将 曲面 也 戌 自身 的 折扣 映射 ,不 动 点 。 喘 射 类 。 环 耐 的 讯 复 盖 由 而 。 533 
整 一 圈 。 我 们 现在 断 蕾 ， 这 点 的 箭头 方向 也 以 顺 时 针 方 向 恰好 赫 
了 一 圈 。 首 先 , 鼻头 转 过 的 圈 数 必然 是 整数 (也 可 以 是 需 ) 因为 它 
要 回 到 原 位 置 。 因 为 图 周 上 一 点 的 前 头 永 远 指 向 图 的 内 部 ， 切 缕 
和 箭头 的 炎 角 不 能 等 于 需 ， 也 不 等 于 7 的 任何 倍数。 但 是 如 果 识 
头 转 过 的 图 数 和 切线 转 过 的 图 数 不 同 ， 那 么 在 图 周 上 至 少 有 一 大 
应 该 碰 到 或 者 相同 或 者 相反 的 两 个 方向 。 其 次 ， 用 同样 的 方式 我 
们 考虑 和 上 述 图 同心 且 在 共 内 部 的 任 一 同心 加 上 科 头 所 炉 过 的 
圈 数 。 这 里 也 是 一 样 , 当 一 点 以 顺 时 人 针 方 击 缠 图 周一 周 时 , 它 的 往 
头 也 以 顺 时 人 对 方向 恰好 转 了 一 圈 。 假 如 不 然 ， 划 在 外 圆周 过 和 绪 地 
收缩 到 大 的 位 置 的 过 程 中 箭头 转动 的 圈 数 至 少 有 一 次 起 不 圳 顷 的 
变化 , 这 其 跟 贺 内 前 头 分 布 的 连结 性 矛 后 。 另 一 方面 , 如 水 友 连 舌 
地 收缩 到 图 面 的 周 心 到 处 ， 则 在 关上 所 有 点 的 前 头 的 方 疝 必 将 趋 
近 于 一 个 方向 , 即 型 点 的 篆 头 方向 。 因 此 对 于 充分 小 的 圆 来 襄 , 图 
数 应 恋 等 于 乱 。 这 就 引出 了 矛盾 。 夺 以 将 略 面 映 成 自身 的 连 纺 映 
外 不 能 没有 不 动 扩 。 

同样 , 我 个 可 以 证 明 , 将 球面 颇 成 本 时 的 任 一 迹 结 映射 必 有 一 
不 动 护 ,或 者 有 一 上 吴 成 对 径 操 的 一 护 。 和 假如 不 然 , 每 一 点 将 瞧 一 地 
决定 连接 这 点 及 其 象 点 的 大 图 的 焉 。 这 样 势 将 得 出 球面 上 的 一 个 
简 头 崭 , 它 是 处 处 过 种 的 , 可 是 各 考虑 到 复习 的 旋转 图 数 ， 可 以 证 
明 这 样 的 场 是 不 可 能 的 。 由 此 可 知 ， 我 们 不 能 够 在 地 球 上 竖立 指 
路 牌 , 使 指 路 牌 方向 处 处 连续 变化 。 

如 采 把 对 重点 登 合 成 一 所 的 球面 岁 释 为 投影 平面 的 模型 ， 我 
们 得 到 一 一 作为 上 述 球 三 映射 定理 的 推 花 一 一 将 投影 平面 映 成 本 
身 的 任 一 连 独 映射 必 有 一 不 动感。 

横 想 更 好 地 了 解 将 已 给 曲面 映 成 本 身 的 拓 盾 映射 的 全 狐 ， 可 
以 把 所 有 的 这 些 映射 分 类 。 如 果 二 映射 只 相差 一 个 形变 ， 把 它们 
列 和 同一 类 ; 诸 形 变 本 身 作成 恒 竺 类 。 把 球面 上 任 一 点 映 成 它 的 
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对 径 点 ， 就 得 到 不 属于 这 类 的 映射 的 例子 ; 因为 在 这 样 的 映射 之 
下 , 小 加 的 指向 显然 反 转 了 。 如 此 , 到 现在 为 止 ， 我 们 知道 球面 喘 
射 有 两 类 。 进 一 步 研究 可 以 征明 (《 但 离 题 太 还 )， 在 球面 上 再 没有 
别 的 映射 类 。 由 此 可 知 , 投影 平面 的 所 有 拓扑 映射 都 是 形变 。 

男 一 方面, 在 环 功 上 有 无穷 多 类 。 为 了 孝 察 其 中 几 个 类 , 设 息 
把 环 面 沿 释 线 切 开 , 拉 惠 使 成 杜 面 , 其 二 边缘 为 图 。 然 后 将 一 图 固 
定 , 把 辕 柱 面 扭转 ,使 图 柱 面 变 成 自己 , 而 男 一 图 米 其 宙 诈 转 庆 图 ; 
这 样 忒 将 柱 面 的 每 一 苹 秦 变 成 税 柱 面 的 轴 旋 转 了 圈 的 媒 旗 灵 ， 
今 将 杜 面 绸 守明 过 来 使 成 环 面 , 并 将 二 边缘 圆 粘 在 一 起 , 烙 采 是 一 
个 将 环 画 跨 成 自 坪 的 拓扑 映射 ， 同 时 边 乡 图 上 所 有 又 合 起 来 的 点 
是 不 动 点 。 其 他 请 点 的 映射 次 定 于 杜 面 的 了 映射 : 柱 面 的 母线 对 应 
环 面 的 绰 轩 ; 此 外 , 右 是 将 二 曲面 的 对 应 关系 扩充 到 位 于 它们 内 部 
的 部 分 空间 , 则 可 使 柱 面 的 轴 对 应 环 面 的 心 轴 ”( 心 轴 即 环 面 母 图 
中 心 描 出 的 坎 线 )。 如 此 作出 的 环 面 在 本 身上 的 映射 将 总 圆 变 为 

" 环 面 上 杰 心 轴 厌 图 的 螺旋 状 闭 遇 线 。 不 葛 以 后 将 环 面 怎样 变形 ， 
都 不 能 改变 与 这 种 曲线 相 件 随 的 数 友 。 因 此 环 面 上 面 两 个 有 不 辐 
的 值 的 映射 不 能 属于 同一 类 。 

假如 认为 由 此 可 以 类 挫 , 说 殉 来 因 铬 也 有 无 穷 多 的 上 映射, 那 就 
结 了 。 在 圆柱 面 上 的 螺旋 线 对 应 在 克 淼 因 版 上 的 于 曲线 ， 这 些 曲 
黎 , 即使 上 的 值 不 同 , 也 可 以 相互 变形 。 要 闻 何 以 克 来 因 首 和 环 面 
有 如 此 其 别 , 这 可 借 正 廊 形 模型 来 说 明 。 事 实 上 , 克 来 因 瓶 仅 有 有 
限 个 映射 类 。 

上 述 方法 未 能 包罗 所 有 的 环 面 映射 类 。 我 们 可 以 借助 环 面 的 
汛 复 次 曲面 , 以 丢 括 这 些 映 射 类 的 全 貌 。 为 此 , 我 们 设想 把 欧 几 里 
得 至 面包 娶 无 限 长 的 加 柱 面 ; 自然 , 这 时 图 柱 面 被 平面 包 于 了 无 穷 
多 次 。 丛 前 我 位 不正 一 次 地 把 有 二 边缘 图 思 的 有 限 长 柱 面 弯 阳 成 
环 面 。 园 洋 , 无 限 长 的 柱 而 也 能 够 变 成 环 面 。 在 索 曲 的 过 程 中 , 柱 
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面 的 轴 要 科 环 面 的 心 轴 无 穷 多 图 ， 而 柱 耐 则 钻 套 进 它 自己 无 穷 多 
次 。 用 这 种 方法 ， 能 鳃 把 欧 氏 平面 拓扑 映射 成 为 一 个 复 盖 环 面 无 
益 多 层 的 无 钥 冶 无 支点 的 曲面 。 这 种 曲面 就 是 环 面 的 汛 复 盖 上 曲 
面 。 

每 绕 环 面 的 经 圆 或 绰 贺 一 图, 复 盖 曲面 从 一 层 进 到 另 一 层 。 我 
们 在 环 面 上 作 上 典型 截 口 租 ( 包 仿 一 释 图 和 一 缂 图 )， 而 以 通常 的 万 
法 将 环 面 变 作 以 一 定 方式 倒 合 了 对 边 的 算 形 面 。 现 在 如 果 在 复生 
盟 面 上 标 出 所 有 在 典型 蕉 口 组 上 的 点 ， 然 后 将 复 益 曲面 变 回 成 吾 
面 ， 那 么 标 出 的 点 将 形成 一 直线 组 ， 它 们 划分 平面 成 无 穷 多 的 年 
形 ， 其 排列 的 情形 正 象 平面 平移 结晶 群 的 基本 区 域 ( 参 考 第 72 页 
图 ?23)。 每 一 祭 形 相当 十 复 盖 曲面 的 一 层 。 为 了 弄 清楚 这 一 后 ,让 
我 们 换 一 种 方法 来 作 汛 复 盗 曲面。 今 以 对 边 有 一 定 谷 合 方式 的 正 
方形 代表 环 面 。 仿 照 平 面 正方 形 点 格 的 作法 (参考 第 33 页 ), 把 这 
些 正方 形 拼 在 一 起 作成 长 条 S， 以 二 平行 直线 w% 8 为 边线， 向 两 
方 无 限 延 伟 。 疹 将 8 适当 地 弯曲 ， 使 a,5 重合 ， 则 & 变 为 无 限 长 
的 圆柱 C 。 粗 成 长 条 人 & 的 苦于 正方 形 划 分 C 为 以 圆周 为 边 绿 的 许 
多 区 域 。 将 租 成 边 绿 的 二 图 周 琶 合 ， 可 从 这 样 的 一 个 区 域 又 变 回 
环 面 。 如 有 果 和 才 取 像 上 面 所 讲 的 方式 , 把 杜 面 复 盖 在 环 面 上 , 草 所 有 
区 域 将 相互 重 登 , 而 且 每 一 区 域 恰好 复 盖 整个 环 面 一 次 , 其 全 部 边 
纤 线 重合 于 环 面 的 典型 截 口 组 。 现 在 我 们 也 像 作 正方 形 点 格 一 样 
地 继续 作 下 去 : 把 整个 平面 用 那样 的 相 邻 长 条 盖 油 。 如 果 把 平面 
包 右 C 无 穷 多 次 , 使 S 又 变 为 C， 则 盖 消 平面 的 所 有 长 条 显然 重 登 
在 SS 之 上 ， 而 所 有 长 条 的 正方 形 剂 分 和 人 的 前 分 重合 。 现 在 把 C 
再 复 盖 在 环 面 上 , 则 平面 上 的 庄 正 方形 相互 重 登 , 而 且 它 们 的 边 稼 
洲 在 环 面 的 典型 截 口 组 上 , 这 正 是 我 们 要 证 明 的 。 

第 二 种 作法 指出 可 用 一 种 特别 简单 的 映射 把 环 面 的 汛 复 盖 明 
面 己 变 成 平面 互 。 因 为 如 果 把 避 上 复 盖 环 面 间 一 点 的 那些 点 称 为 
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等 价 点 , 则 已 上 的 任何 等 价 点 组 都 能 用 召 上 的 正方 形 点 格 代表 ,将 
己 肌 成 月 身 的 招 反 肌 射 中 那些 将 任 一 点 变 为 一 等 价 点 的 胀 射 究 成 
一 个 群 , 我 们 把 它 叶 做 环 面 的 基本 群 愉 )。 如 此 别 来 , 一 六 显 然 将 
(有) 变换 为 变 正方 形 点 格 成 自身 的 平移 群 ， 

设 ! 是 将 过 映 成 自身 的 另 一 拓扑 有 映射 ， 对 这 映射 虽 不 要 求 一 
定 把 任 一 点 映 成 它 的 等 价 点 ， 但 要 求 它 永 远 把 等 价 点 偶 疾 成 等 价 
护 伪 。 寺 是 9 对 应 将 环 面 映 成 自身 的 一 定 的 拓 提 映射 有。 为 了 看 
清 这 一 点 ， 我 们 注意 环 面 的 任 一 点 书 被 昌 面 了 上 某 一 无 穷 等 价 点 
组 (@) 盖 住 。 但 根据 9 的 定义 ,点 组 (@) 的 所 有 的 象 (CO ) 盖 佳 环 面 
的 单一 的 点 己 , 因 此 9 决定 将 环 面 映 成 本 身 的 拓扑 肌 射 忆 一 已 , 它 
可 用 天 来 代表 。 反 之 我 们 也 可 以 证 明 , 对 于 环 面 的 任 一 已 知 哑 射 咏 
能 够 在 复 六 曲面 上 找到 同 天 的 美 系 有 如 上 述 的 映射 9 。 这 样 9 只 
能 在 群 (有 ) 中 的 任 一 映射 的 限 座 内 被 决定 。 

应 用 上 面 的 结果 ， 我 们 能 够 得 到 将 环 面 映 成 自身 的 映射 类 的 
全 貌 。 这 里 只 叙述 车 果 而 不 加 证 明 。 训 每 一 映射 9 被 妞 上 的 映射 
7 所 代替 , 而 yY 是 9 释 吴 射 U 王 得 到 的 。 设 4BCD 为 和 (了 ) 对 应 
的 在 及 上 的 平移 群 () 的 正方 形 基本 区 域 ， 设 4B CD 为 在 映射 
7 之 下 4B8CD 的 象 ; 则 和 盏 行 四 边 形 4'B'C'D' 必然 是 (1) 的 一 个 基 
本 区 域 。 于 是 环 面 的 映射 及 是 一 形变 的 必需 和 充分 条 件 是 , 4B01 
可 驾 伞 移 而 重合 于 4BCD。 环 面 的 其 他 映射 类 对 应 于 点 格 的 一 
母 平 行 四 边 形 所 能 取 的 其 他 形式 (比较 第 33 页 图 39), 以 及 将 正方 
形 4BCD 映 成 自身 的 旋转 与 反射 中 。 

添 复壮 由 面 的 概念 ， 对 一 切 曲 面 均 可 确定 。 对 于 可 定向 出 晶 


@ 如果 点 格 定义 作 在 笛 环 儿 坐 标 下 整数 点 的 集合 ， 而 且 如 果 4' 种 平移 已 与 原 
点 重合 , 则 平行 四 边 形 4'B'C'D' 由 B' 点 的 坐标 ,5 和 0' 点 的 坐标 cd 来 决定 ,为 
了 剂 划 环 面 的 全 部 映射 类 , 必须 属 予 a,5, c,d 以 适合 条 件 ud -bc = 上 1 或 -1 的 所 人 肖 
整数 值 。 
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面 , 我 们 这 样 得 到 汛 复 浅 曲面 ， 把 一 些 4p 边 形 连 接 起 来 ， 间 在 它 
们 之 阅 建立 一 种 对 应 关系 ， 其 方式 和 在 环 面 的 情形 对 正方 形 的 做 
法 蔓 不 多 。 不 过 , 当 p>1 时 , 基本 群 不 能 以 欧 氏 平移 佑 代表 ; 但 是 
能 够 以 双 昌 平移 群 代表 , 并 以 ip 边 形 为 基本 区 域 ( 对 于 p=2 的 情 
形 , 参看 第 258 页 图 249 和 第 299 页 图 286)。 对 于 有 边 称 的 曲面， 
需要 引入 具有 开 的 基本 区 域 的 欧 氏 平移 群 或 双 曲 平 移 群 。 对 于 不 
可 定向 曲面 为 了 基本 群 在 度量 几何 中 能 实现 ， 必 须 在 欧 氏 和 双 曲 
平移 之 外 再 补充 以 欧 色 和 双 曲 滑动 -反射 。 
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在 $39 里 我 们 所 过 这 样 的 问题 ; 一 个 曲面 能 否 保 角 地 喘 成 自 
喘 或 者 瞻 成 即 一 曲面 ? 如 采 能 够 的 话 , 究 葛 有 多 少 种 上 映射 方式 ? 当 
时 我 们 限于 研究 和 一 国内 部 或 一 辕 面 (包括 周 界 ) 或 一 球面 等 价 的 
遇 面 。 汛 复 盖 曲面 的 概念 使 我 们 能 够 对 所 有 其 他 曲面 讨论 类 似 的 
问题 。 这 里 只 进 如 何 去 找 将 环 面 映 成 本 身 或 映 成 别 的 环 面 的 所 有 
的 保 形 映射 , 因为 对 环 面 所 用 的 方法 也 适用 于 其 他 昌 面 , 而 且 环 面 
的 情形 比较 容易 想象 。 在 这 里 和 以 后 ， 我 们 所 讲 的 环 面 不 仅 是 指 
一 图 国 效 在 这 图 所 在 平面 上 且 不 与 辐 租 交 的 轴 旋 转 出 来 和 的 周转 出 
面 , 也 指 与 环 面 拓扑 等 价 的 任 一 曲面 。 

在 $39 中 我 们 讲 过 一 个 “ 非 此 即 彼 ” 的 定理 ， 它 是 襄 任 一 曲 
面 , 几 是 同 图 的 内 部 等 价 , 也 就 症 同 欧 氏 平面 竺 价 的 ， 能 够 保 形 映 
射 成 双 曲 平面 或 者 欧 外 平面。 我 们 可 以 把 这 个 定理 应 用 于 环 面 
的 汛 复 盖 曲 面 U, 因为 这 一 曲面 适合 定理 的 条 件 。 因 此 , 设 品 保 形 
贞 射 友和 平面 五 , 让 我 们 首先 提出 这 个 问题 : 如 是 欧 氏 平面 还 是 双 曲 

现在 , 基本 和 群 (四 ) 必 是 将 己 贞 成 自身 的 保 形 映射 群 , 因为 在 (f) 
的 映射 之 下 ， 吕 的 任 一 区 域 的 象 甚至 和 那个 区 域 合同 。 因 此 在 保 
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形 映射 0 瑟 之 下 ， 群 (f) 变换 成 将 召 保 形 吴 成 自身 的 一 个 群 
( 划 。 但 是 所 有 将 平面 映 成 自身 的 保 形 变换 为 已 知行 妃 是 双 曲 平 
看 , 它 个 是 双 昌 删 体 运 动 ; 车 召 是 欧 兵 平面 ， 它 们 是 欧 兵 划 体 运动 
和 相似 变换 (参考 第 262 页 ,第 267 一 269 下 此 外 ,我们 知道 群 (t) 
和 欧 氏 平面 的 精 唱 平移 群 有 其 种 有 浴 属 关系 :() 中 所 有 的 瞎 血 ， 除 
恒 竺 变换 外 都 设 有 不 动 点 , 而 是 . 群 的 基本 区 域 站 四 边 形 , 假 各 疼 契 
双 曲 平面 (#) 必 是 其 有 有 限 甘 本 区 域 的 不 连结 的 双 曲 平移 群 。 但 
在 第 257 一 258 真 上 讲 过 ,而且 设 法 使 谈 者 相信 ， 这 样 的 群 的 基本 
区 城 怪 少 有 八 边 ， 因 此 豆 非 是 欧 乓 平面 不 可 。 可 以 用 彻 等 方法 证 
明 , 任 一 不 是 册 体 运动 的 欧 氏 相似 变换 有 一 个 不 动 点 。 这 样 就 来 ， 
群 (i) 除 了 包含 恒 等 变 换 外 , 只 能 包含 没有 不 动 点 的 则 体 运 动 ， 这 
是 识 ， 它 古 平 黎 。 又 因为 (和 ) 是 不 过 锁 的 而 且 有 一 有 限 基本 区 域 ， 
所 以 (4 一 定 是 第 ?2 一 73 页 上 讨论 过 的 那 种 结 唱 下 移 群 。 

现在 应 用 同样 的 葛 证 于 任 一 其 他 的 环 面 罗 : 设 可 为 TI 的 汛 
复 盖 曲 面 ; 设 保 形 映射 芯 一 已 将 全 的 基本 群 变 为 百 的 车 晶 平 移 妊 
(z')。 我 们 便 猎 诽 过 将 环 面 变 为 自身 的 任 一 聘 身 能够 扩张 到 汛 复 
盖 曲 面 。 辐 样 , 任 一 保 角 上 映射 人 一 全 能 够 决定 保 角 映射 0 一 UU", 使 
得 品 和 UV 的 对 应 点 永远 复 盖 人 和 人 上 的 对 应 点 。 有 映射 U2B 和 
UV 一 卫 变 换 UU 为 将 吾 映 成 自身 的 保 形 映射 wa 必然 是 欧 氏 见 
体 运动 或 相似 变换 。 而 且 ， 4 必然 把 平移 群 (t) 变 为 (1")。 

这 样 我 们 证 明了 ， 将 个 映 成 DP 的 保 形 映 射 仅 当 群 ( 引 可 以 芭 
过 山体 运动 或 相似 变换 成 为 人 ) 时 才 行 。 这 个 条 件 可 用 几何 形式 
表 出 : 今 王 是 群 ( 因 的 最 短 平 移 。 今 妇 是 ( 切 的 不 平行 于 志 的 在 


移 中 的 最 短 平 移 。 说 是 如 和 鹿 的 长 朗 之 比 ?， 因而 加之 1， 设 
为 这 二 平移 所 夹 的 角 ; 为 使 唯一 决定 , 只 要 假定 0<a< 谤 。 识 
mi! 和 为 群 ( 直 中 的 对 应 数值 , 则 存在 一 相似 变换 把 (1) 变 漳 (11) 


[50 本 而 的 保 角 贞 射 营 
的 充 要 条 件 是 加 =m' ,4 一 a'。(《 证 明 是 初等 的 , 留 答 读者 )。 因 此 我 
们 对 于 任 一 个 环 面 也 可 对 应 以 二 数 m 和 &， 使 人 只 能 保 形 地 映射 
到 有 此 相同 二 数 的 那些 环 面 上 。 这 二 数 〈 或 另 一 对 和 它们 按 某 种 
一 一 对 应 关系 联系 起 求 的 数 ) 叫 做 环 面 的 模 数 。 

要 使 环 面 人 入 赔 存 在 保 形 上 映射 , 二 模 数 相等 不 仅 是 必需 的 ， 
也 是 充分 的 。 因 为 如 果 条 件 漠 足 ， 则 在 上 有 一 相似 变换 或 一 刚 
体 运 动 & ,次 ( 四 为 ( 划 )。 容 易 丰 出, 届 于 4 的 保 形 喘 射 0 一 UU 决定 
一 保 形 槐 射 人 一人， 因为 如 射 0 习 0 变换 上 的 等 价 点 一 一 只 是 这 
些 等 价 点 而 已 一 一 为 忆 的 等 价 点 。 总 烙 上 面 的 烙 果 , 我 们 可 以 这 
环 面 对 于 保 形 映射 来 说 作成 双 参 数 族 。 

如 洒 丈 面 的 空间 形式 没有 什么 特别 的 正则 性 ， 环 面 模 数 不 能 
王 接 从 它 的 几何 形象 上 推出 。 但 者 环 面 下 起 回转 虹 面 , 上 则 ( 引 一 定 


有 一 算 形 的 基本 区 域 , 因此 q= 可 。 因 为 ， 在 这 种 情况 下 喘 射 ! "一 


能 够 显明 好 给 出 : 它 将 正 交 的 轰 图 和 悉 贺 网 变 为 瑟 上 的 二 族 正 交 
下 线 。 在 茜 殊 情况 下 , 如 果 人 是 由 加 产生 的 回 砚 曲面 , 则 t 的 和 佐 形 
基本 区 域 二 边 之 比 m 仅 依 束 释 图 生 径 和 心 轴 什 私 之 比 ， 因 此 由 图 
产生 的 二 环 面 能 互 为 保 形 映射 的 充 要 条 件 是 它 阅 相似 。 

在 四 准 空 间 里 , 我 们 可 以 找到 一 环 面 , 其 复 盖 曲 面 媚 英 亚 能 等 
距 地 映射 成 欧 氏 平面 (参看 本 章 附 录 2)。 

现在 不 难 综 合 描 述 将 一 已 知 环 面 了 了 陕 成 自身 的 所 有 保 形 喘 射 
方法 ,这些 映射 所 成 的 群 ( 太 必然 对 应 吾 上 保持 (t) 不 变 的 刚体 运动 
和 相似 变换 的 群 (1)。 显 然 (1) 包 含 所 有 在 五 上 的 焉 移 。 一 般 地 就 ， 
这 些 运动 就 构成 (有 ) 的 爹 体 。 但 如 (#) 有 特别 的 正则 性 ， 例 如 有 正 
方形 的 基本 区 域 , 则 (71) 还 包含 旋转 和 反射 。 

上 面 对 于 环 面 讲 的 方法 也 适用 于 另外 的 曲面 。 但 在 大 多 数 情 
况 下 复 盖 上 曲面 不 像 环 面 的 情形 那样 保 形 地 映射 成 欧 氏 至 面 ， 而 是 
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现 射 成 双 盟 孚 面 。 这 人 句 断 话 对 于 例如 所 有 亏 数 pt 的 可 定向 于 
曲面 共 能 适用 。 这 类 曲面 引出 双 曲 平移 群 ， 而 且 只 有 当 二 曲面 的 
平移 群 可 以 经 过 双 曲 闭 体 运动 而 相互 转变 时 ， 这 二 曲面 地 能 相互 
保 形 映射 。 在 双 明 几何 中 可 以 证 明 ， 如 果 一 个 双 曲 平移 群 的 有 限 
基本 区 域 有 42 个 边 ， 那 么 这 个 双阳 平移 群 由 6p 一 6 个 常数 决定 。 
氏 此 每 一 亏 数 ?> 工 的 可 定 同 于 昨 面 有 6p 一 6 个 模 数 。 

在 疼 数 亨 中 ,这 种 方 湛 主 强 地 用 在 代数 胃 数 的 恰好 曲面 上 。 若 
2= 了 了 肌 射 L 一 书 导 出 椭圆 醒 数 ; 若 p>>>1， 导 出 克 米 轩 和 布 安 加 雷 
自生 丽 数 。 

非 闭 血 面 引 出 有 无 限 基本 区 茂 的 群 。 这 种 群 时 当 在 西数 芥 中 
磁 到 , 例 好 在 研究 超越 画 数 和 全 圆 模 画 数 的 时 候 。 


§ 51，。 按 壤 ( 相 领域 ;问题 , 强 线 加 题 和 着 色 赔 题 

作为 本 于 的 结尾 ， 我 们 斌 一 探 科 由 章 分 曲面 为 阁 王 区域 而 产 
生 的 三 个 网 切 相 关 的 于 题 。 普 通 的 地 图 就 是 平面 前 分 的 例子 。 其 
次 ,在 狂 合 拓 盾 中 , 当 一 容 出 曲面 用 拓扑 等 价 的 多 面体 来 代 换 时 俐 
过 到 任意 曲面 的 剖 分 问题 ,要 想得到 多 面体 的 各 而 , 必须 先 把 曲面 
济 分 成 苛 二 区域。 

接 翅 有 半 题 是 这 样 的 : 在 已 给 的 曲面 上 找 出 最 大 数量 总 区 城 , 售 
得 每 一 区 域 都 同 其 余 的 每 一 区 域 没 着 一 条 曲线 相 邻 信 , 我 们 先 诗 
论 在 平面 上 的 天 题 。 敲 在 平面 上 已 经 选 好 了 沿 一 曲线 相 邻 的 两 个 
区 域 1 和 2 。 如 果 选 择 第 三 个 区 域 , 使 这 个 区 域 完全 包 图 前 两 个 ， 
就 不 可 能 找到 第 四 个 区 域 , 使 与 前 三 个 两 两 相 邻 (图 323)。 但 是 ， 
假如 象 图 324 上 那样 选择 第 三 个 区 域 , 那么 便 很 容易 找到 第 四 个 。 
可 是 不 论 第 四 个 区 域 怎样 选择 ， 前 三 个 中 的 一 个 必 被 其余 的 三 个 


中 不 要 求 旗 区 域 盖 满 整 个 曲面 。 
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图 325 


完全 包 园 。 这 样 也 就 不 能 再 找 出 第 五 个 ， 使 与 前 四 个 两 两 沿 一 曲 
线 相 邻 了 。 轰 难 表 明 ， 在 平面 上 我 们 不 能 找到 四 个 以 上 的 两 两 相 
邻 的 区 域 。 在 平面 上 相 邻 区 域 的 最 大 数 是 4 这 件 事 实 是 可 忆 严 格 
证 明 的 。 图 325 表示 这 样 的 四 个 区 域 的 一 种 转 别 对 称 的 布 列 、 
绳 线 有 问题 是 接 境 阅 题 的 对 偶 逆 问题 (这 里 所 就 的 对 偶 系 指 投 
影 几 何 中 宅 关 对 偶 原 划 的 拓扑 推广 )。 所 刘强 线 问 题 是 , 在 曲面 上 
找 出 最 大 数目 的 点 ， 使 每 一 点 到 共 他 任 一 点 都 可 连 以 在 邮 面 上 的 
曲 克 ， 而 且 没 有 两 条 是 相交 的 。 下 面 简 单 的 花 证 襄 明 最 大 的 点 数 
就 等 于 同一 曲面 上 相 邻 域 的 节 大 数目 。 为 了 证 明 ， 我 们 从 每 一 区 
咸 中 选择 一 点 。 因 为 任 二 罩 侍 域 以 曲线 为 界 ， 所 以 在 这 些 点 中 的 
伍 两 点 些 可 和 违 以 一 条 只 在 这 两 点 所 属 的 区 域内 的 地 线 。 共 欧 ， 这 
人 举 得 到 的 许多 曲线 还 可 以 如 此 选择 ， 使 在 任意 给 定 的 区 戈 氏 的 曲 
线段 不 相交 。 过 实 上 ， 只 机 在 这 区 域内 速 糙 一 内 点 和 按 阶 上 的 一 
些 定点 即 可 .这 样 必 来 , ”个 相 邻 域 的 每 一 种 布 列 兴 给 出 绳 闭 问题 
的 一 个 冯 点 解 。 所 以 绳 线 固 题 中 最 天 的 点 数 至 少 等 于 相 邻 域 问题 
中 最 大 的 区 域 数 。 反 之 ， 强 线 间 题 中 的 每 一 个 冯 点 解 也 给 骨 呈 个 
相 邻 域 的 一 种 布 列 。 要 找 出 这 种 布 列 ， 我 们 把 连接 每 一 对 点 的 由 
线 分 为 两 部 分 ,并 利用 由 每 一 点 出 发 的 部 分 曲 厂 , 加 上 曲面 上 在 这 
点 周 图 的 各 点 ， 作 成 一 个 二 维 区 域 。 用 这 种 方法 我 们 得 到 n 个 星 
形 区 域 ， 每 一 区 域 同 其 他 每 一 区 域 接壤 。 因 此 相 邻 域 的 最 大 数目 
至 少 竺 于 绳 线 问 题 中 适合 条 件 的 最 大 点 数 。 因 为 方才 已 确证 明 过 
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了 逆 命 题 , 所 以 两 个 最 大 数目 相 堂 。 
这 个 最 大 数目 对 连通 度 不 是 1 的 出面 也 确定 了 。 就 投影 平面 


图 3°6 图 327 图 328 


和 环 面 来 讲 ， 最 天数 且 分 别 是 6 和 7。 图 326 和 32? 给 出 这 两 种 
相 邻 域 的 布 列 状况 。 投 影 丕 面 以 里 面 代表 ， 共 中 的 对 径 点 认为 是 
益 合 的 。 环 面 以 正方 形 代 家， 二 对 边 以 寻常 的 方式 邯 合 。 图 326 
和 第 152 页 上 表示 十 二 面体 的 投影 图 (图 167) 实质 上 是 一 样 的 。 
图 328 表示 在 投影 斑 面 上 绳 秒 间 题 的 一 个 解 ， 它 同 图 326 的 着 分 
法 成 对 偶 对 应 。 

周 相 邻 域 问题 密切 相关 的 是 着 色 冉 题 。 这 个 问题 可 以 作为 实 
用 制图 术 中 的 间 题 。 襄 明 如 下 : 设 在 一 片 曲面 上 画 出 了 若干 区 域 。 
要 把 每 一 区 域 涂 色 , 以 一 曲 纹 为 界 的 一 相 邻 域 不 首 有 同色 。( 但 车 
二 区 域 只 在 孤立 点 相遇 时 许可 有 同色 )。 间 题 是 在 不 着 反 上 述 规 
则 的 条 件 下 , 找 出 最 少 样 数 的 颜色 , 足以 涂 染 按 任何 可 能 方式 划分 
曲面 所 成 的 区 域 。 

颜色 的 样 数 至 少 要 等 于 曲面 上 可 能 的 相 邻 域 的 最 大 数目 。 事 
实 上 ， 每 一 组 相 邻 域 的 各 个 区 域 必须 分 别 着 以 不 同 的 颜色 。 反 过 
来 ， 似 乎 可 以 说 这 个 最 大 数目 也 是 足够 的 了 。 对 投影 平面 和 环 面 
的 情形 , 已 经 证 明 这 是 对 的 : 在 投影 平面 上 大 种 颜色 足以 区 分 任何 
不 同 的 区 域 ; 在 环 面 上 , 七 种 其 色 就 够 了 。 可 是 另 一 方面 , 在 平 百 
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上 或 球面 上 , @ 四 种 颜色 够 不 能 呢 ? 这 个 问题 到 现在 谷 末 解决。 
我 们 先 举 几 个 平面 剖 分 的 例子 。 象 图 329a 那样 的 相 邻 域 必须 
” 涂 以 三 种 不 同 颜色 1, 2 3。 同 3,3 接壤 的 第 四 个 区 域 可 深 颜 色 4， 


3 
a) 
图 329 


也 可 以 涂 上 颜色 1。 如 果 把 这 个 区 域 涂 以 颜色 4, 那么 四 种 颜色 就 不 
够 涂 染 像 图 3296 那样 的 区 域 。 所 以 在 这 种 情形 下 第 四 个 区 域 必 
须 涂 以 颜色 1, 但 是 车 过 到 像 图 329c 那样 的 区 域 ， 这 个 办 法 又 行 
不 通 了 。 在 这 里 第 四 个 区 域 必 有 潮 涂 以 磊 色 4。 这 个 例子 底 明 , 前 面 
四 个 区 域 的 颜色 取决 于 后 面 各 区 域 布 列 的 情况 。 每 着 一 个 产 这 域 
加 进来 ， 不 得 不 重新 蔓 配 先前 着 色 区 域 的 笑 色 。 这 恕 是 图 题 的 难 
点 根源 所 在 。 

现在 我 们 指出 一 条 道路 ， 沿 着 这 条 道路 可 解决 一 系列 的 闭 曲 
面 的 着 色 关 题 。 先 把 曲面 变形 为 多 面体 ， 使 在 曲面 上 的 各 个 区 域 
变 为 多 面体 的 各 个 面 ,名 于 是 显然 , 只 要 能 解决 和 已 知 曲面 有 相同 
连通 度 的 一 切 多 面体 的 固 题 就 好 了 。 

首先 我 们 证 明 : 连通 度 为 有 的 任 一 多 面体 最 多 用 % 种 大 色 就 
可 以 涂 通 , 如 果 对 于 所 有 的 整数 了 二 %, 不等式 

nF>6(F+h—3) 


”球面 和 平面 的 间 题 ,实质 上 没有 区 别 。 
名 ”从 图 336 和 327 二 例 可 以 看 出 ， 这 样 的 形变 , 一般 只 有 余 可 儿 个 面 吓 盗 曲 的 
时 ,地 成 为 可 能 。 但 这 昔 不 影响 这 里 给 出 的 证 明 。 


3 折 直 党 (各 六 章 1 
成 立 。 下 面 我 们 要 决定 对 于 任意 给 定 的 正 数 产 适合 不 等 式 的 最 小 
的 n,。 这 样 我 们 就 证 明了 ， 连 通 度 为 及 的 闭 曲 面 的 任意 判 分 可 浴 
以 ns 种 站 色 。 

井 在 假定 连通 度 广 为 定数 ， 并 假定 某 一 已 输 整 数 % 吉 间 回 远 
合 上 列 不 等 式 。 现 在 我 们 按 速 道 度 为 及 的 多 面体 的 面 数 请 把 这 些 
多 瑟 体 加 以 分 类 。 孝 归纳 法 于 玉 来 证 明 我 们 的 断 可 。 对 于 所 有 的 
F<%， 精 果 显 然 是 对 的 ， 因 为 只 要 把 各 个 面 次 以 不 同 的 颜色 就 完 
了 。 沫 在 假定 定 吾 对 于 所 有 的 <7 已 经 征明 了 ， 人 
玉 == 了 fo+1 定理 也 正确 。 从 上 文本 知 具 须 天 虞 下 >>%w 的 情形 已 
按 假 定 , 面 数 卫 适 合 不 等 式 

nF >6(F+h—3). 
好 用 欧 拉 公式 :@ 一 十 了 二 3 一 或 即 丰 + 有 一 3 二 一 加 , 通 
过 保持 面 数 及 和 连通 度 天 不 变 汐 形 变 ， 我 们 可 以 把 多 面体 变 为 每 
一 质点 处 只 有 三 个 面相 交 中 形状 ， 
从 而 每 一 项 点 处 也 只 有 三 个 枝 相 过 
(参考 图 330)。 所 以 一 共有 3 如 个 核 
过 于 五 个 顶点。 因为 每 个 蚀 计 算 了 
图 380 两 次 , 所 以 3 二 2K, 因此 
6(F -rh—3)=6K—6B=6K—4EK=2K. 
因此 对 于 数 % 的 不 等 式 成 为 

nF >2K. 
从 这 个 不 等 式 可 以 推出 ， 多 面体 至 少 有 一 个 面 由 少 于 %* 个 酰 所 痢 
成 。 事 灾 上 ，, 假如 反面 的 论断 成 立 , 则 多 面体 的 了 个 面 一 共 将 由 至 
少 是 nF 个 横 所 围 成 , 又 因为 每 个 楼 已 计算 两 次 ,所 以 有 nT <2K，。 

这 个 结果 正 是 我 们 所 要 证 明 的 技 心 。 


”从 前 在 推导 这 个 公式 时 我 们 个 对 各 面 的 布 列 作 过 一 些 假 定 , 这 些 假 定 对 现在 
的 情形 不 成 立 。 但 是 不 难看 出 ,这 个 公式 对 于 现在 的 条 件 下 还 是 对 的 。 
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现在 我 们 考虑 那 屠 些 以 个 数 少 于 对 的 面 为 邻 的 各 了 面 ， 从 这 些 面 
中选 定 一 个 。 把 这 个 面 庆 措 ， 扩 展 其 各 邻 面 以 补 共 区 。 如 此 得 出 
另 一 个 多 面体 。 新 多 面体 的 可 通论 积 旧 的 多 面体 的 相同 ， 只 是 面 
数 少 一 。 因 此 根据 假 喜 , 可 以 用 ?种 丫 色 浴 洞 新 的 多 面体 ， 让 我 们 
再 拒 闭 色 后 的 多 面体 变 为 原形 。 于 是 束 得 到 旧 多 面体 ， 除 去 挖 掉 
的 一 个 面 外 , 夺 有 的 面 浴 有 和 神 磊 色 。 但 是 因为 最 多 有 ”一 1 个 面 
各 全 掉 的 面 有 相同 的 楼 , 所 以 也 可 以 把 这 个 面 着 色 , 而 不 必用 新 的 
颜色。 在 这 里 我 们 对 炙 把 原来 的 多 面体 变形 成 任 一 页 点 处 只 有 三 
个 本 相遇 的 形状 。 但 是 这 种 变换 可 以 倒 回 去 , 不 必 加 添 新 的 颜色 ,， 
四 为 逆 变 换 不 产生 新 的 边界 线 。 

下 一 此 要 找 出 有 哪些 ?适合 我 们 规定 的 条 件 。 这 条 件 可 以 写 


， 有 一 3 
1 十 -一 一 - }. 
>t( 十 ) 


这 里 的 卫 须 取 大 于 % 的 一 切 整 数 。 若 有 =1 或 2, 不等式 的 右 方 随 
于 增 大 耐 趋 近 于 6, 但 永远 不 会 大 于 6。 因 此 在 这 两 种 情形 下 n;=6 
EE 适合 我 们 规定 的 最 小 的 整数 。 车 二 5, 不等式 右 方 是 定 值 6, 因 
此 二 7?。 奉 有 >3, 不 千 式 有 方 随 卫 增 大 而 减 小 ， 因此 只 要 以 也 的 
壤 小 的 许可 公 % 十 I 代入 计算 凤 可 。 于 是 得 到 在 有 >>3 的 情况 下 对 


% 的 不 等 式 时 
一 一 -一 一 一 一 -一 
A 


Di 


成 


这 式 叉 可 以 换 写 为 
n(%+1)>6n+6+6h—18, rn — 5n> 6h— 19, 
人 9 二 二 言 V34 二 弄 23. 
今 [Zj 为 小 于 2 县 大 的 下 则 当 4>3 时 ， 


fn 一 | 可 + FV 下 | 
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当 7=2 和 4=3 时 ,从 上 式 也 得 出 正确 的 值 : 12 二 6 和 ni 二 7, 尽管 
公式 对 这 两 种 情形 是 不 能 应 用 的 。 但 当 有 =1 时 ,从 公式 得 出 的 是 
4, 而 不 是 像 前 面 得 出 的 6。 虽 然 到 现在 还 未 找到 证 明 , 可 是 最 少 磊 
色 样 数 的 正确 数值 很 可 能 是 4， 因 为 家 到 现在 还 没有 人 能 在 平面 
上 作出 一 组 区 域 , 是 用 四 种 颜色 埋 不 满 的 。 下 表 列 出 对 于 有 = 工 到 
13 的 % 之 值 。 


h= | = h= | 二 

. 6( 人 4.000] = 4) 8 10.090071 = 10 
DO 60676.000) =6) 9 [10. 4471= 19 
3 10[7.000] = 7) 10 [10.866] = 10 
4 £7.775}=7 11i {11.264)=11 
b [8.425]=8 12 (11.6401=11 
6 .9.0001=9 13 【12.0001= 12 
1 19.522 = 


到 蝎 在 为 止 ， 我 倍 仅 仅 证 明了 表 中 的 数 是 表示 够 用 的 正 色 的 
数 电 。 也 许 会 有 人 以 为 连通 度 为 有 的 曲面 可 以 用 进 和 为 少 的 其 
色 洽 消 。 对 2=2 3, 5, 7,9，11，13 儿 种 情形 倒是 已 证 明 恰 恰 龙 作 
%; 个 相 邹 域 。 因 此 在 这 些 曲 面 上 少 二 %; 种 颜色 是 不 够 的 , 于 泡 对 
干 这 些 曲 面 的 着 色 国 题 就 算 完 侈 解决 了 。 至 于 鞭 他 嵌 曲 面 ， 数 x， 
表示 相 邻 域 数 的 上 党 。 

车 色 间 题 中 特别 元 入 注目 的 是 , 对 于 平面 的 情形 , 有 头 的 命题 
虽然 在 直观 上 其 为 明显 , 但 运 令 还 没 在 找到 严格 的 证 明 , 数 学 上 类 
似 这 样 的 困难 在 想 要 以 数 的 松 念 作 基 础 而 用 芳 脖 辑 的 方法 证 明 站 
观 上 明显 的 定理 时 往往 会 磁 到 。 再 举 二 例 ， 任 一 无 重点 的 平面 半 
曲线 必 划 分 平面 为 两 部 分 ; 和 
的 体积 为 最 大 。 这 两 个 定理 的 证 明 几 十 分 困难 而 繁 玉 。 四 色 闭 
的 例子 更 是 奇特 ， 因 为 不 晓得 为 什么 恰 二 是 看 起 于 慑 请 单 的 情况 
葛 有 如 此 之 难 , 而 比 这 复杂 得 多 的 许多 情况 倒 能 够 解决 六 
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1 四维 空 间 中 的 投影 平面 


现在 我 们 在 殉 氏 四 和 维 空间 玉 中 作 一 个 跟 抽 影 平 面 拓 扑 等 价 
的 代数 曲面 , 它 不 同 于 鲍 埃 曲面 ， 没 有 自 交 和 线 ， 也 没有 什么 奇 点 。 
为 了 这 个 目的 , 我 们 从 球面 
ww 二 wi 二 1 (1) 
开始 , 考 虚 四 区 空 间 如 中 在 币 卡 儿 坐 标 zx, y, %,t 下 由 下 列 方程 代 
t= y=U 2=U0, t=uw, (2) 
话 图 形 , 其 中 贿 数 wv, ww 适合 方程 (1)。 因 为 x,y, 2,t 是 %v,w 的 
章 次 二 次 男 数 ， 球 面 (1) 的 每 对 对 径 点 被 表 作 如 中 (2) 的 一 个 点 ， 
我 们 现在 证 明 , (1) 中 非 对 各 二 点 被 胡 作 (2) 的 不 同 二 点 。 首 先 ,在 
球面 上 选 一 点 ， 使 坐标 wv 包公 不 为 需 。 则 yy z,t 的 对 应 值 也 不 
为 震 , 因而 瞧 一 决定 比 %:0:1w。 因 此 (2) 中 对 应 P 兵 的 点 除 代表 球 
醒 上 的 尸 所 及 其 对 径 点 外 , 不 代表 别 的 点 。 如 果 妈 等 于 老 , 则 性 和 
的 值 唯一 决定 于 方程 她 十 字 二 1 和 多 一 字 二 zx， 而 (2) 中 的 对 应 
点 只 能 代表 CG% 2,0), (% 一 2,0), 《一刀 2,0) 和 (一 媚 一 2,0) 四 点 ， 
妇 果 除 此 之 外 还 有 Y%=0 或 2=0, 上 则 四 操 化 为 一 对 对 径 操 , 如 此 在 
这 种 情形 下 , 再 沟 有 需要 证 明 的 东西 。 如 果 % 直 0， 9 才 0, 必须 应 用 
另 一 方程 ?一 wo; 这 样 就 从 四 点 中 选 出 一 对 对 径 点 。 剩 下 需要 考虑 
汐 情 形 只 有 当 名 不 等 于 震 时 色 ? 之 一 等 于 守 ， 换 句 话 襄 ， 或 者 
$= 二 ,DD 天 0, 妇 焉 0, 或 洛 天 0,2 二 0,w 产 0， 或 者 豆 语 二 t=:0, w= 
并 1 挛 第 一 种 情形 下 ,我 们 有 xz 二 一 广 , 一 xz- 上 好 二 1,0w 二 因此 色 ， 
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we 和 vw 是 已 知 的 。 同 样 ,在 第 二 种 情形 下 , 人 Yt 和 20 也 下 已 知 
门 。 可 兄 在 这 两 种 情形 下 , 跟 zw=0 的 情形 一 样 , (2) 中 的 对 应 点 只 
代表 (了 的 一 对 对 径 操 。 在 第 三 种 情况 下 没有 什么 可 证 明了 的, 因为 
它 仅 仅 对 于 (的 二 对 径 品 成 记 。 这 样 看 来 ， 方 程 (2) 加 上 埔 助 给 
件 (1) 控 一 对 一 的 方式 表示 二 对 径 点 是 亚 合 起 求 的 球面 , 也 就 还 投 
影 平面 。 

容易 从 决定 模型 的 有 方 程 浓 去 媚 4Vw。 从 (2) 的 最 后 三 个 方 


Yop, dt, 2t 
t 2 Y 
从 而 (2) 的 第 一 个 方程 变 为 
y(22 — 1 )=72t, (3) 
而 且 (1) 变 为 
yt yzt. (4) 


屿 此 我 们 的 模型 是 超 曲 面 (3) 和 (4) 的 交 面 。 

至 于 说 模型 没有 村 性 ， 凤 切面 到 处 是 过 各 的 ， 这 一 点 容易 证 
骨 。 油 为 只 更 把 束 面 (1) 的 变数 wv, 包 认 作 二 独立 参数 的 隙 数 , 然 
后 用 (2) 把 x,y, z,t 表 作 新 参数 的 形式 , 即 可 看 出 。 


2、 四 难 空 间 中 的 欧 色 平面 
在 Es 中 所 有 同 欧 兵 平 面 党 距 的 曲面 部 伸展 到 无 田 于 ， 风 为 
它 个 必定 是 走 纹 曲面 。 但 在 态 中 ,有些 辐 欧 外 平面 在 小 范围 内 等 
下 和 的 曲面 不 是 下 入 的 。 令 举 出 这 样 一 个 曲面 琅 。 它 整个 让 空间 的 
有 限 区 域内 并 且 同 环 面 拓 扑 蕉 价 。 卫 有 如 下 简单 的 参数 表达 式 
21 = C08 WU Wa= C008 1 
Xo 一 Sin WU Xa—=8SIn 人 


7 的 线性 元 类 是 
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ds =dxri + ar? -tdrs 十 0 

=sint udw + cos: udw +sin vdv? + cos vdv = dw + dy. 

内 此 也 实在 同 以 ww 为 直角 坐标 的 平面 等 距 。 卫 之 所 以 有 限 ， 因 
为 它 的 所 有 点 坐标 在 十 1 和 一 I 之 油 。 玉 也 可 以 看 作 两 个 三 欠 超 
柱 面 xi 二 x2 二 1 和 和 x3 十 zt 二 1 的 交 贡 。 玉 上 的 所 有 点 可 以 这 样 得 
到 : 主 前 卡 儿 (w 急 平 面 上 的 一 后 跑 过 一 正方 形 面 , 这 正方 形 的 边 
全 行 于 二 坐标 轴 , 其 长 等 于 279。 正 方形 内 部 的 任 二 点 对 应 了 上 的 
不 加 二 点 。 另 一 方面 , 正方 形 边 异 上 的 二 点 ， 如果 在 同一 直线 = 
销 数 或 "= 一 第 数 而 且 在 正方 形 的 对 边 上 , 则 对 应 了 上 的 同一 点 。 因 
此 卫 是 弥 面 , 着 以 (Guo 0) 平面 为 其 汛 复 盖 曲面 。 

欧 氏 几何 除 实现 在 环 面 上 外 , 是 否 能 够 实现 在 别 种 曲面 上 呢 ? 
可 以 证 明 , 只 有 死 求 因 淘 一 种 。 但 双 上 起 几何 能 实现 在 连通 弃 大 于 ! 
的 财 昌 面 上 上， 而 且 只 能 实现 在 这 类 的 上 曲面 上 。 椭 图 几何 除 实 现在 
球面 上 和 投影 平面 上 外 ， 不 能 实现 在 别 种 曲面 上 。 以 上 这 些 定 更 
可 以 从 关 于 复 程 昌泰 的 出 面 积分 的 邦 内 (9. Bonnet) 公 式 推出 来 、 


